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多重模糊蕴涵关于三角模的分配性

李　芳,裴道武
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:通过对模糊蕴涵进行多重迭代可以得到新的模糊蕴涵,新蕴涵保持原蕴涵的许多性质.主要讨论这些

模糊蕴涵满足相互交换律,以及一些与分配律相关的逻辑重言式,给出了这些重言式成立的充分必要条件.这些结

论进一步表明了多重迭代方法生成新蕴涵的优点,为模糊蕴涵在其它领域的应用有一定的指导意义.
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０　引　言

模糊蕴涵是模糊逻辑的重要组成部分之一,它
在很多领域都有非常重要的作用,如图像处理、模糊

控制、数据挖掘等[１－４].
通过对模糊蕴涵进行多重迭代或多重组合,可

以得到新的模糊蕴涵.本文主要研究这些蕴涵的性

质,以及这些蕴涵关于一些逻辑重言式成立的充分

必要条件.
常见的逻辑重言式有以下几个:

I(T(x,y),z)＝I(x,I(y,z)) (１)

I(S(x,y),z)＝T(I(x,y),I(y,z)) (２)

I(T(x,y),z)＝S(I(x,z),I(y,z)) (３)

I(x,T１(y,z))＝T２(I(x,y),I(x,z)) (４)

I(x,S１(y,z))＝S２(I(x,y),I(x,z)) (５)

其中:T、T１、T２ 为t－模,S、S１、S２ 为t－余模,I为

蕴涵,上述５个重言式的含义请参阅Zhang等[１] 的

研究.

１　 多重蕴涵的交换原则

本节介绍本文相关内容的一些知识.本文中U
＝ [０,１].

定义１[２]　 如果U 上的二元运算T 满足交换

律、结合律、单调性,并且以１为单位元,则称其为三

角模,简称t－模.
定义２[２]　 如果U 上的二元运算S 满足交换

律、结合律、单调性,并且以０为单位元,则称其为三

角余模,简称t－余模.

t－模、t－余模有很多种,但是幂等t－模和t－
余模分别只有下面介绍的取小运算TM 和取大运算

SM:

TM(x,y)＝ min(x,y),SM(x,y)＝ max(x,y).

更多性质可参阅 Klement等[２] 的研究.

定义３[３]　 如果U 上的二元运算I关于第一变

元不增,关于第二变元不减,并且满足以下边界条

件:

I(０,０)＝I(０,１)＝I(１,１)＝１,I(１,０)＝０,
则称其为模糊蕴涵,简称为蕴涵.

一些特殊类型的蕴涵I和J,还满足以下一些

性质:

a)左单位元(NP):I(１,y)＝y,y∈U;

b)交换原则(EP):I(x,I(y,z))＝I(y,I(x,z)),

x、y、z∈U;

c)相互交换律(ME):I(x,J(y,z))＝J(y,I(x,z)),



x、y、z∈U.
相互交换律(ME)是交换原则(EP)的推广.关

于具有上述性质的模糊蕴涵的进一步研究可参阅

Vemuri等[４] 的研究.
因为模糊蕴涵关于第一变量递减,所以关于第

二变量递增可以证得以下结论.
定理１[１]　设I为模糊蕴涵,则对任意x、y、z∈

U,以下结论成立:

a)I(min(x,y),z)＝ max(I(x,z),I(y,z));

b)I(x,min(y,z))＝ min(I(x,y),I(x,z))．
受 Vemuri等[５] 的启发,本文通过多个蕴涵逐

次迭代生成新的蕴涵,即有定义４.
定义４　 设{I１,I２,􀆺,In}为n个模糊蕴涵构成

的集合,对其进行n重组合,得到的算子称为由{I１,

I２,􀆺,In}生成的多重模糊算子,即:

JI１,I２,􀆺,In
(x,y)＝I１(x,I２(x,I３(x,􀆺,In(x,y)􀆺))),

x、y∈U．
特别地,当I＝I１ ＝I２ ＝ 􀆺 ＝In 时,记Fn

I ＝
JI１,I２,􀆺,In

,称之为由I生成的n 重模糊算子.如果算

子是蕴涵,则称之为由{I１,I２,􀆺,In}生成的多重蕴

涵.同理,若算子Fn
I 是蕴涵,则称其为由I生成的n

重蕴涵.
由定义３可知,当{I１,I２,􀆺,In}都是蕴涵时,对其

进行多重迭代而得到的模糊算子JI１,I２,􀆺,In
也是蕴涵.

定理２　 设I,I１,I２,􀆺,In 为蕴涵,则:

a)当I满足(EP)时,Fn
I 也满足(EP);

b)当 I１,I２,􀆺,In 两 两 都 满 足 (ME)时,

JI１,I２,􀆺,In
满足(EP).

证明:对任意x、y、z∈U,

a)取n＝２,当I满足(EP)时,I(x,I(y,z))＝
I(y,I(x,z)),于是

F２
I(x,F２

I(y,z))＝I(x,I(x,I(y,I(y,z))))

＝I(x,I(y,I(x,I(y,z))))

＝I(y,I(y,I(x,I(x,z))))

＝F２
I(y,F２

I(x,z)).
这表明 F２

I 满足(EP).由归纳法可知 Fn
I 也满足

(EP);

b)由Vemuri等[５]的研究可知,当n＝２,且I１、

I２ 满足(ME)时,JI１,I２
满足(EP);

令n＝３,当I１、I２、I３ 满足(ME)时,

I１(x,JI２,I３
(y,z))＝JI２,I３

(y,I１(x,z)),

JI１,I２
(x,JI１,I２

(y,z))＝JI１,I２
(y,JI１,I２

(x,z)),
因此:

JI１,I２,I３
(x,JI１,I２,I３

(y,z))

＝JI１,I２,I３
(x,I１(y,JI２,I３

(y,z)))

＝I１(x,JI２,I３
(x,I１(y,JI２,I３

(y,z))))

＝I１(x,I１(y,JI２,I３
(x,JI２,I３

(y,z))))

＝I１(x,I１(y,JI２,I３
(y,JI２,I３

(x,z))))

＝I１(y,JI２,I３
(y,I１(x,JI２,I３

(x,z))))

＝JI１,I２,I３
(y,JI１,I２,I３

(x,z))．
这表明n＝３时结论成立,由数学归纳法可知,

当n为任意正整数时,JI１,I２,􀆺,In
也满足(EP).□

定义５　 设{I１,I２,􀆺,In}为n个蕴涵构成的集

合,当其中任意两个蕴涵都满足(ME)时,称该集合

为(ME)蕴涵族.

２　 多重蕴涵关于t－模及t－余模的分配性

命题１　 当(ME)蕴涵族{I１,I２,􀆺,In}关于t

－模T 满足等式(１)时,蕴涵JI１,I２,􀆺,In
也满足等式

(１).
证明:对任意x、y∈U,由 Vemuri等[５]的研究

可知,当n＝２时,如果I１、I２ 关于t－模T满足等式

(１)和(ME),则JI１,I２
也满足等式(１);当n＝３时,

若(ME)蕴涵族{I１,I２,I３}关于t－ 模T 满足(１)
式,则:

I１(x,JI２,I３
(y,z))＝JI２,I３

(y,I１(x,z)),

JI１,I２
(T(x,y),z)＝JI１,I２

(x,JI１,I２
(y,z)),

从而:

JI１,I２,I３
(T(x,y),z)

＝I１(T(x,y),JI２,I３
(T(x,y),z))

＝I１(T(x,y),JI２,I３
(x,JI２,I３

(y,z)))

＝I１(x,I１(y,JI２,I３
(x,JI２,I３

(y,z))))

＝I１(x,JI２,I３
(x,I１(y,JI２,I３

(y,z))))

＝JI１,I２,I３
(x,JI１,I２,I３

(y,z)),
这表明n＝３时结论成立,进一步,由数学归纳法可

以证得,当n为任意正整数时结论同样成立.□
如果{I１,I２,􀆺,In}不是(ME)蕴涵族,则命题

１不再成立,反例如下.
例１　 设t－模T,蕴涵I１ 和I２ 分别为:

T(x,y)＝ min(x,y),

I１(x,y)＝ min(１,１－x＋y),

I２(x,y)＝１－x＋xy,
则I１ 和I２ 关于T 满足等式(１).但是,如果取x＝
３
５

,y＝ ４
５

,z＝ １
４

,则:

I１(x,I２(y,z))＝ ４
５

,I２(y,I１(x,z))＝１８
２５．

这表明I１ 和I２ 不满足(ME),因为:

００１ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１７年　第３７卷



JI１,I２
(T(x,y),z)＝１９

２５
,JI１,I２

(x,JI１,I２
(y,z))＝１,

这表明JI１,I２
不满足等式(１).□

命题２　 取I１,I２,􀆺,In 为值域为U 的模糊蕴

涵,且关于t－模T 和t－ 余模S 满足等式(２),则

JI１,I２,􀆺,In
满足等式(２)的充分必要条件为T ＝TM

且S ＝SM.
证明:对x、y∈U,考虑当n＝２的情形.
必要性.由JI１,I２

的定义及I１ 和I２ 满足等式(２)
可得:

JI１,I２
(S(x,y),z)＝I１(S(x,y),I２(S(x,y),z))

＝I１(S(x,y),T(I２(x,z),I２(y,z)))

＝T (I１(x,T(I２(x,z),I２(y,z))),

I１(y,T(I２(x,z),I２(y,z)))),

T(JI１,I２
(x,z),JI１,I２

(y,z))

＝T(I１(x,I２(x,z)),I１(y,I２(y,z)))．
再由JI１,I２

满足等式(２)可得:

T (I１(x,T(I２(x,z),I２(y,z))),

I１(y,T(I２(x,z),I２(y,z))))

＝T(I１(x,I２(x,z)),I１(y,I２(y,z))),
当x＝y时,

T (I１(x,T(I２(x,z),I２(x,z))),

I１(x,T(I２(x,z),I２(x,z))))

＝T(I１(x,I２(x,z)),I１(x,I２(x,z))),
由t－模T关于第二个变元是递增的,I１ 关于第

二个 变 元 也 是 递 增 的,所 以 当 且 仅 当I１(x,T
(I２(x,z),I２(x,z)))＝I１(x,I２(x,z))时上式成立,
因为I１ 关于第二个变元是递增的,从而T(I２(x,z),

I２(x,z))＝I２(x,z).取k＝I２(x,z),因为I２ 的值

域为[０,１],从而k∈ [０,１].综上可得,对任意k∈
[０,１],T(k,k)＝k,从而T ＝TM.

当T ＝TM 时,由定理１可得S＝SM.
充分性.当T＝TM,S＝SM 时,由定理１可知,

JI１,I２
(S(x,y),z)＝JI１,I２

(max(x,y),z)

＝ min(JI１,I２
(x,z),JI１,I２

(y,z))

＝T(JI１,I２
(x,z),JI１,I２

(y,z)),
因此等式(２)当n＝２时成立.由JI１,I２,􀆺,In

的结构形

式可知,当n为一般正整数时,等式(２)也成立.□
当t－模不是TM(x,y)＝min(x,y)时,命题１

不一定成立,反例如下.
例２　 取I１ 为KleeneＧDienes蕴涵,I２ 为Godel

蕴涵.即:

I１(x,y)＝ max(１－x,y),I２(x,y)＝
１ x≤y
y x ≥y{ ．

再取x＝ ３
５

,y＝ ２
５

,z＝ １
５．

a)当TM(x,y)＝min(x,y),SM(x,y)＝max(x,y)
时,

JI１I２
(S(x,y),z)＝ ２

５
,T(JI１,I２

(x,z),JI１,I２
(y,z))

＝ ２
５

,

故JI１,I２
满足等式(２).

b)当TM(x,y)＝xy,SM(x,y)＝max(x,y)时,

JI１,I２
(S(x,y),z)＝２

５
,T(JI１,I２

(x,z),JI１,I２
(y,z))

＝ ６
２５

,

因此JI１,I２
不满足等式(２).

命题３　 设T为t－模,S为t－余模,I１,I２,􀆺,

In 为关于T 和S满足等式(３)的值域为U 的模糊蕴

涵,则JI１,I２,􀆺,In
满足等式(３)的充分必要条件是T

＝TM 且S ＝SM.
证明:对x、y∈U,考虑n＝２的情形.
必要性.由JI１,I２

的定义及I１,I２ 满足等式(３)
可得:

JI１,I２
(T(x,y),z)＝I１(T(x,y),I２(T(x,y),z))

＝I１(T(x,y),S(I２(x,z),I２(y,z)))

＝S(I１(x,S(I２(x,z),I２(y,z))),

I１(y,S(I２(x,z),I２(y,z)))),

S(JI１,I２
(x,z),JI１,I２

(y,z))

＝S(I１(x,I２(x,z)),I１(y,I２(y,z))),
再由JI１,I２

满足等式(３)可得:

S(I１(x,S(I２(x,z),I２(y,z))),

I１(y,S(I２(x,z),I２(y,z))))

＝S(I１(x,I２(x,z)),I１(y,I２(y,z)))．
当x＝y时,

S(I１(x,S(I２(x,z),I２(x,z))),

I１(x,S(I２(x,z),I２(x,z))))

＝S(I１(x,I２(x,z)),I１(x,I２(x,z)))．
因此t－余模S关于第二个变元递增,I１ 关于第二个

变元也是递增的,所以当且仅当I１(x,S(I２(x,z),

I２(x,z)))＝I１(x,I２(x,z))时上式成立,再由I１ 关于

第二个变元是递增的,可知,S(I２(x,z),I２(x,z))＝
I２(x,z).取k＝I２(x,z),因为I２ 的值域为[０,１],故

k∈ [０,１],综上可得对任意k∈ [０,１],有S(k,k)

＝k,从而S＝SM,
当S＝SM 时,由定理１可得T ＝TM.
充分性.当T ＝TM 且S ＝SM 时,由定理１可
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知,

JI１,I２
(T(x,y)z)＝JI１,I２

(min(x,y),z)

＝ max(JI１,I２
(x,z),JI１,I２

(y,z))

＝S(JI１,I２
(x,z),JI１,I２

(y,z)),
因此等式(３)当n＝２时成立,由JI１,I２,􀆺,In

的结构形

式可知,当n为一般正整数时,等式(３)也成立.□
定理３[１]　a)设T１ 和T２ 为t－模,若模糊蕴涵

I满足(NP),且关于t－模T１ 和T２ 满足等式(４),则

T１ ＝T２;

b)设S１ 和S２ 为t－ 余模,若模糊蕴涵I满足

(NP),且关于t－余模S１ 和S２ 满足等式(５),则S１

＝S２.
若模糊蕴涵满足(NP),则等式(４)、(５)分别具

有下述形式:

I(x,T(y,z))＝T(I(x,y),I(x,z)) (６)

I(x,S(y,z))＝S(I(x,y),I(x,z)) (７)
下面分析等式(６)和(７)的情形.
命题４　 若模糊蕴涵I１,I２,􀆺,In 关于t－模T

满足等式(６)(n大于１),则JI１,I２,􀆺,In
关于t－模T也

满足等式(６).
证明:对任意x、y、z∈U,当n＝２时,由I１,I２

关于t－模T 满足等式(６)可知:

JI１,I２
(x,T(y,z))＝I１(x,I２(x,T(y,z)))

＝I１(x,T(I２(x,y),I２(x,z)))

＝T(I１(x,I２(x,y)),I１(x,I２(x,z)))

＝T(JI１,I２
(x,y),JI１,I２

(x,z)),
这表明n＝２时结论成立.进一步,如果命题结论当

n＝k时成立,则:

JI１,I２,􀆺,Ik
(x,T(y,z))

＝T(JI１,I２,􀆺,Ik
(x,y),JI１,I２,􀆺,Ik

(x,z)),
因此当n＝k＋１时,

JI１,I２,􀆺,Ik,Ik＋１
(x,T(y,z))

＝JI１,I２,􀆺,Ik
(x,Ik＋１(x,T(y,z)))

＝JI１,I２,􀆺,Ik
(x,T(Ik＋１(x,y),Ik＋１(x,z)))

＝T(JI１,I２,􀆺,Ik,Ik＋１
(x,y),JI１,I２,􀆺,Ik,Ik＋１

(x,z))．
由数学归纳法可知,命题的结论成立.□

命题５　 若模糊蕴涵I１,I２,􀆺,In 关于t－余模

S满足等式(７)(n大于１),则JI１,I２,􀆺,In
关于t－余模

S也满足等式(７).
证明:对任意x、y、z∈U,当n＝２时,由I１,I２

关于t－余模S满足等式(７)可知,

JI１,I２
(x,S(y,z))＝I１(x,I２(x,S(y,z)))

＝I１(x,S(I２(x,y),I２(x,z)))

＝S(I１(x,I２(x,y)),I１(x,I２(x,z)))

＝S(JI１,I２
(x,y),JI１,I２

(x,z)),
这表明n＝２时结论成立.进一步,如果命题结论当

n＝k时成立,则:

JI１,I２,􀆺,Ik
(x,S(y,z))

＝S(JI１,I２,􀆺,Ik
(x,y),JI１,I２,􀆺,Ik

(x,z)),
从而当n＝k＋１时,

JI１,I２,􀆺,Ik,Ik＋１
(x,S(y,z))

＝JI１,I２,􀆺,Ik
(x,Ik＋１(x,S(y,z)))

＝JI１,I２,􀆺,Ik
(x,S(Ik＋１(x,y),Ik＋１(x,z)))

＝S(JI１,I２,􀆺,Ik,Ik＋１
(x,y),JI１,I２,􀆺,Ik,Ik＋１

(x,z))．
由数学归纳法可知命题的结论成立.□

注:当I ＝I１ ＝I２ ＝ 􀆺 ＝In 时,由 Fn
I 为

JI１,I２,􀆺,In
的特例可知,以上关于JI１,I２,􀆺,In

的命题及

定理对Fn
I 同样成立.

３　 结 　 语

本文对由模糊蕴涵{I１,I２,􀆺,In}进行多重迭

代得到的模糊蕴涵JI１,I２,􀆺,In
的相互交换律进行了

研究,并通过数学归纳法对它们在一些逻辑重言式

上的性质进行了分析,得到若干重言式成立的充分

必要条件.本文的工作对模糊蕴涵在近似推理[６－７]

和模糊控制等领域有一定的实用价值,关于其具体

应用将另做研究.
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