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机器带周期性维护时段的加工与运输协同排序问题

胡觉亮,杨佳雯,苏晓彤,董建明
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:研究了一类机器带周期性维护时段且完工工件需要运输的新型排序问题.在该问题中,机器需要进行

周期性的维护,且被维护时段打断的工件加工不可恢复;工件具有不同的尺寸且工件的加工时间与物理尺寸大小具

有一定的比例关系,每个维护时段内只允许加工一个批次的工件;加工完的工件需要由一辆带有容量限制的运输工

具运往客户.算法的目标是极小化所有工件加工完成并运送到客户的时间.证明了该问题是强 NPＧHard问题,设

计了该问题的一个多项式时间近似算法,并证明了该算法的最坏情况界不大于５/３.
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０　引　言

机器带维护时段的排序问题和加工与运输协同

的排序问题是两类重要的排序问题.由于这两类排

序问题在生产制造及供应链管理中具有广阔的应用

前景,所以近年来得到了广泛的研究.而机器带维

护时段的加工与运输协同的排序问题,是这两类排

序问题的结合,同样具有重要的应用价值并得到了

一定的关注和研究.
机器带维护时段的排序问题,根据机器上维护

时段的个数可分为单维护时段排序问题和周期性维

护时段排序问题.关于带单维护时段的排序问题,
对于考虑工件的加工一旦被维护时段打断且加工不

可恢复的情况,目前已有很多好的结果.当目标函

数为极小化最大完工时间时,Lee[１]利用 LPT规则

提出一个最坏情况界不大于４/３的紧界算法.He
等[２]对同样问题提出一个多项式时间近似方案.当

目标函数为极小化总完工时间时,Lee等[３]证明

SPT算法的紧界不大于９/７.Sadfi等[４]提出了改

进的 MSPT算法,并证明算法的紧界为２０/１７.He
等[５]提出了一个多项式时间近似方案.Low 等[６]

对于机器带周期性维护时段的问题,针对目标函数

为极小化最大完工时间的情况,提出了FFD算法的

一些重要性质.Yu等[７]比较了LS算法、LPT算法

和 MLPT 算法对最坏情况界的影响.Lee等[８]对

目标函数为极小化总误工数的问题提出了一种两阶

段启发式算法.Liao等[９]对目标函数是极小化最

大延误的问题提出了一个分支定界法去寻找最优排

序方案,以及一个针对存在大工件情况的启发式算

法.Chen[１０]对于目标函数是极小化总误工数的问

题,提出了一种有效的启发式算法,同时还提出一个

分支定界法来寻找最优排序方案.当目标函数为极

小化最大完工时间的问题,Ji等[１１]证明了经典LPT
算法的最坏情况界为２.Chen[１２]提供了一个二进

制整数规划方案,以及针对大工件存在情况下的一

个启发式算法.
对于加工与运输协同的排序问题,目前的研究

主要集中在工件具有不同的物理尺寸这种重要情

形,主要的研究成果有:Chang等[１３]首先建立了该

问题的模型,给出了单机环境和两台平行机环境下

的近似算法,同时给出了单机环境下具有两个客户

情况下的近似算法;Zhong等[１４]给出了单机环境和



两台平行机环境下的改进算法;Lu等[１５]给出了单

机环境下该类问题的最好的近似算法;汪磊扬等[１６]

又进一步改进了两台平行机环境下的该类问题的结

果,得到改进的近似算法界接近３/２.
对于机器带维护时段同时加工完的工件需要运

输到相应客户的问题,即机器带维护时段的加工与

运输协同的排序问题,目前研究成果比较少,主要成

果有:Wang等[１７]在单台机工件不可恢复单维护时

段以及运输工具容量有限,即最多只能装下k个工

件的情况下,提出目标函数为极小化最大完工时间

问题的近似算法,并得到最坏情况界不大于３/２;对
于同一目标函数,Liu等[１８]对于工件带有释放时间

和尺寸大小属性的带运输排序问题,又进一步提出

改进的近似算法,使得最坏情况界不大于３/２;Hu
等[１９]针对单台机单维护时段以及运输工具容量有

限情况下的问题,提出目标函数为极小化最大完工

时间问题的近似算法,得到最坏情况界为２,并证明

该情况界是紧的.
本文研究机器带维护时段的加工与运输协同的

排序问题,考虑工件具有不同尺寸且运输工具具有

容量限制的情况.与上述机器带单维护时段的加工

与运输协同的排序问题不同,本文考虑更为复杂的

机器带有周期性维护时段的情况,且限制机器的加

工时段长度与工件的尺寸之间具有一定的比例关

系.由于该问题是强 NPＧHard且具有３/２的难近

似性,本文给出了该问题的一个近似算法,并证明该

算法的最坏情况界不大于５/３.

１　问题描述及符号定义

首先给出问题的形式化描述.由n个工件Jj 组

成的集合N ＝ {J１,J２,􀆺,Jn}需要在机器上加工;
每个工件的尺寸大小为sj,需要的加工时间为pj;并
且工件的加工时间和工件的尺寸大小成比例关系,

即sj ＝pj

μ
(μ为比值).机器需要进行周期性的维护,

即机器在一段时间的加工后需要经历一段时间的维

护,然后加工与维护进行周期性的交替.在机器维护

期间,不允许进行工件的加工.工件的加工不可恢

复,即工件的加工一旦被维护时段中断,必须在维护

时段后重新进行加工.加工完的工件由一辆容量为

z的运输工具分批运送到一个顾客处.在这里为了

保证一个加工时段长度内至少可以加工一个批次的

工件,令运输工具的容量z＝E
μ

.问题的目标是合理

安排工件的加工顺序和工件的分批运输方案,使得

全部工件完工然后运输到客户处并且车辆返回到机

器的时间最小.
下面给出本文用到的符号的定义:E 表示一个

加工时段长度;I表示一个维护时段长度(不妨假设

I＜E);T 表示运输工具在机器与客户之间来回一

趟所需要的时间;P ＝ ∑
n

i＝１
pj,表示所有工件的加工

时间总和.
用三参数法可以将该问题表示为:１|k＝１,

v＝１,c＝z＝ E
μ

,nrＧpm,pj ＝μsj|Cmax．

定理１　 问题１|k＝１,v＝１,c＝z＝ E
μ

,

nrＧpm,pj ＝μsj|Cmax 是强 NPＧHard问题.
证明:由 于 经 典 的 一 维 装 箱 问 题 是 问 题 １

|k＝１,v＝１,c＝z＝ E
μ

,nrＧpm,pj ＝μsj|Cmax 在

工件加工时间为０,维护时段长度I为０和工件运输

时间T 为０的一个特殊情况.而经典的一维装箱问

题是强 NPＧHard问题,所以它的一般情况下的问题

也是强 NPＧHard问题.命题得证.

２　 近似算法

本节给出问题(１|k＝１,v＝１,c＝z＝ E
μ

,

nrＧpm,pj ＝μsj|Cmax)的一个最坏情况界不大于

５/３的近似算法,并举例说明算法的执行逻辑.
本文算法用到经典一维装箱问题的FFD算法.

FFD算法首先将物品(工件)按照尺寸大小从大到

小排列,然后将工件按序逐个装箱.若已打开的箱子

无法装入当前工件时则另开一个新箱子.根据装箱

问题的FFD算法的性质[２０Ｇ２１],可得:

FFD(I)≤１１
９OPT(I)＋６

９
(１)

FFD(I)≤ ３
２OPT(I) (２)

其中:FFD(I)表示对于装箱实例运用FFD 算法得

到的箱子数,OPT(I)表示最优的装箱数目.下面将

给出问题的一个近似算法,具体算法可以描述为:
算法 H:

Step１　 对工件按尺寸大小的非增顺序进行排

序,得到工件序列J１,J２,􀆺,Jn.

Step２　 按FFD 算法对工件进行分批,得到批

次数为bH,每个批次记为Bk(k＝１,２,􀆺,bH).

Step３　 计算每个批次的总加工时间,记批次
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Bk 的总加工时间为Pk ＝ ∑
Jj∈Bk

pj.对于每个批次,按

照其总加工时间的非增顺序对批次进行重新排序和

编号.

Step４　 按批次顺序依次加工工件,每个加工时

段中只安排一个批次的加工.当运输工具处于空闲

时,除最后一个批次外,每个批次加工完成并等到当

前加工时段结束后对该批次进行运输.若最后一个

批次加工完成时运输工具空闲则立即对该批次进行

运输.得到算法解记为CH.
对算法H中批次数bH ＝１的情况进行讨论,若

bH ＝１,则b∗ ＝bH,由算法 H可得CH ＝C∗ ,所以

不妨假设bH ≥２.当批次数bH ≥２时,令x为算法解

中最后一个批次的总加工时间,根据一个运输周期

时长T与一个加工时段和一个维护时段之和即E＋
I的大小比较,得到不同形式的算法解.当T＜E＋I
时,分两种情况进行讨论:第一种情况,若I＋x≤T
＜E＋I,可得算法 H的解为CH ＝ (bH －２)(E＋I)

＋E＋２T;第二种情况,若T ＜I＋x,得到算法解

为:CH ＝(bH －１)(E＋I)＋x＋T.当T≥E＋I时,
算法解为CH ＝bHT＋E.综上可得,当bH ≥２时,CH

≤ max{(bH －２)(E ＋I)＋E ＋２T,bHT ＋E,
(bH －１)(E＋I)＋x＋T}.

下面以一个具有６个工件的实例对算法H进行

说明.
实例:给出含６个工件的集合{J１,J２,􀆺,J６},工

件加工时间分别为p１ ＝２,p２ ＝８,p３ ＝７,p４ ＝８,

p５ ＝８,p６ ＝４,机器的加工时段长度E＝１２,维护

时段长度I＝６.运输工具的容量大小z＝６,运输时

间T ＝２t＝２０,工件的尺寸分别为s１ ＝１,s２ ＝４,

s３ ＝３．５,s４ ＝４,s５ ＝４,s６ ＝２.执行算法H得到:bH

＝４,B１ ＝{J２,J６},B２ ＝{J１,J４},B３ ＝{J５},B４ ＝
{J３},P１ ＝１２,P２ ＝１２,P３ ＝８,P４ ＝７.排序结果

如图１所示.由图可知运行算法 H 得到的目标函数

值CH ＝９２.

图１　 算法 H 示例

假设该问题的最优批次数为b∗ ,则根据式(１)
和式(２)容易得到:

bH ≤１１
９b∗ ＋６

９
(３)

bH ≤ ３
２b

∗ (４)

那么当bH ＞b∗ 时,可以得到如下运行算法 H 后得

到工件批次数情况的相关性质.
性质１[２１]:所有放入批次的工件大小不超过运

输工具容量的１
３

.

性质２[２１]:批次b∗ ＋１、b∗ ＋２、􀆺、bH 中至多只

有b∗ －１个工件.
性质３:所有放入批次b∗ ＋１、b∗ ＋２、􀆺、bH 中

的任意工件的加工时间不超过一个加工时段长度E
的１/３.

证明:根据性质２以及工件的加工时间和工件

的尺寸大小的比例关系,可得此性质成立.
性质４:算法解中最后一个批次的总加工时间x

满足x≤ minb∗ －１
３ E,E{ },这里b∗ ≥２.

证明:当b∗ ＝２时,由式(３)得bH ≤３.若b∗

＝２,bH ＝３,设P１、P２ 分别为算法中第一、二个批

次的总加工时间,P∗
１ 表示最优解中第一个批次的

总加工时间,y为最优解中最后一批的总加工时间.
根据工件总加工时间不变原则,有P１ ＋P２ ＋x＝
P∗

１ ＋y＝P.由于P１＋x＞E,P２＋x＞E,则有P１

＋P２＋x＞２E－x.继而可得E＋y≥P∗
１ ＋y＞２E

－x.由性质３可知y≥ ２
３E,结合E ≥y可得x ≤

１
３E.当b∗ ＝３时,用同样的方法可证x≤ ２

３E.又

因为当b∗ ≥４时,x≤E,由此可得此性质成立.

３　 最坏情况界的证明

本节证明算法 H 的最坏情况界不大于５/３.

引理１　 当T ＜E＋I时,CH ≤ ５
３C∗ .

证明:因为T ＜E＋I,令y为最优解中最后一

批的总加工时间.下面分两种情况进行讨论.

a)I＋x≤T＜E＋I.此时,由算法H可得CH ＝
(bH －２)(E＋I)＋E＋２T.又因为C∗ ≥ (b∗ －１)
(E＋I)＋T＋y,所以可得:

CH

C∗ ≤
(bH －２)(E＋I)＋E＋２T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y

(５)

下面按照b∗ 的不同取值进行讨论.
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若b∗ ＝１,则bH ＝b∗ ,由算法H可得CH ＝C∗ .

若 b∗ ≥ ２, 且 bH ≤ b∗ , 有: CH

C∗ ≤

(bH －２)(E＋I)＋E＋２T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y ≤

(b∗ －２)(E＋I)＋E＋２T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y

≤１＋ T－I
(b∗ －１)(E＋I)＋T

.根据b∗ ≥２以及I＋x≤T

＜E＋I,有:

CH

C∗ ≤１＋ T－I
(b∗ －１)(E＋I)＋T ≤ ５

３．

下面仅讨论b∗ ≥２且b∗ ＜bH ≤１１
９b∗ ＋６

９
的

情况.

若b∗ ＝２,由式(３)得bH ＝３.再由式(５)得CH

C∗

≤E＋I＋E＋２T
E＋I＋T＋y

.因为I＋x≤T＜E＋I,可得E

＋T ＜２E＋I.由性质４可知y≥ ２
３E,结合E≥y

可得５y＞３E.又因为T＜E＋I,结合式５y＞３E可

得５y＋２I＞２E＋I＞E＋T.综上可得:

CH

C∗ ≤ ２E＋２T＋I
E＋I＋T＋y≤１＋ E＋T－y

E＋I＋T＋y≤ ５
３．

若b∗ ＝３,bH ＝４,C
H

C∗ ≤２(E＋I)＋E＋２T
２(E＋I)＋T＋y

≤１＋ E＋T
２(E＋I)＋T ≤１＋２

３ ＝ ５
３．

若b∗ ≥４,b∗ ＜bH ≤１１
９b∗ ＋６

９
时有:C

H

C∗ ≤

(bH －２)(E＋I)＋E＋２T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y ≤

(１１
９b∗ －１２

９
)(E＋I)＋E＋２T

(b∗ －１)(E＋I)＋T ≤１１
９ ＋

８
９E－１

９I＋７
９T

(b∗ －１)(E＋I)＋T
．

因为I＋x ≤ T ＜ E＋I,所以CH

C∗ ≤ １１
９ ＋

８
９E－１

９I＋７
９T

(b∗ －１)(E＋I)＋T ≤ ５
３

.

b)T＜I＋x.得到算法解为:CH ＝(bH －１)(E＋
I)＋x＋T,同样的最优解C∗ 满足:C∗ ≥ (b∗ －１)
(E＋I)＋T＋y.于是有:

CH

C∗ ≤
(bH －１)(E＋I)＋x＋T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y

(６)

下面按照b∗ 的不同取值进行讨论.
若b∗ ＝１,则bH ＝b∗ ,此时CH ＝C∗ .

若b∗ ≥２且bH ≤b∗ 时,由算法 H可知bH ≥
２,且由于算法 H 中所有批次按照批次总加工时间

从大到小排序,所以有x≤ P
bH ≤ P

２
.因此可得:

CH

C∗ ≤
(bH －１)(E＋I)＋x＋T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y≤

(b∗ －１)(E＋I)＋x＋T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y ≤１＋

x－y
(b∗ －１)(E＋I)＋T ≤１＋ x

(b∗ －１)(E＋I)＋T

≤１＋

P
２

(b∗ －１)(E＋I)＋T
．

又因为(b∗ －１)(E＋I)＋T≥P＋T,所以CH

C∗

≤１＋１
２ ＜ ５

３
成立.

下面仅讨论b∗ ≥２且满足bH ＞b∗ 的情况.

若b∗ ＝２且bH ＝３时,由式(６)可得CH

C∗ ≤

２(E＋I)＋x＋T
E＋I＋T＋y ＝１＋E＋I＋x－y

E＋I＋T＋y
.根据性质４

可得y≥ ２
３E以及T ＜I＋x,则有CH

C∗ ≤１＋２
３ ＝

５
３

.

若b∗ ＝３,bH ＝４,C
H

C∗ ≤３(E＋I)＋T＋x
２(E＋I)＋T＋y＝

１＋ E＋I＋x－y
２(E＋I)＋T＋y

.根据性质４的证明可得这里

满足y≥E
３

,且根据性质４有x≤ ２
３E,那么能得到

CH

C∗ ≤１＋２
３ ＝ ５

３
.

若b∗ ＝４,bH ＝５,C
H

C∗ ≤４(E＋I)＋T＋x
３(E＋I)＋T＋y＝

１＋ E＋I＋x－y
３(E＋I)＋T＋y≤１＋２

３ ＝ ５
３

.

若b∗ ＝５,b∗ ＜bH ≤１１
９b∗ ＋６

９
时有:C

H

C∗ ≤

(bH －１)(E＋I)＋x＋T
(b∗ －１)(E＋I)＋T＋y≤

(１１
９b∗ －５

９
)(E＋I)＋x＋T

(b∗ －１)(E＋I)＋T ≤１１
９ ＋

６
９

(E＋I)＋x－２
９T

(b∗ －１)(E＋I)＋T．因为T＜I＋x,则CH

C∗ ≤１１
９＋

６
９

(E＋I)＋x－２
９T

(b∗ －１)(E＋I)＋T ≤ ５
３

.
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引理２　 当T ≥E＋I时,CH ≤ ５
３C∗ .

证明:当T≥E＋I时,令y为该情况下最优解中

第一个批次的总加工时间.算法解为:CH ＝bHT＋E,
最优解C∗ 满足C∗ ≥b∗T＋y,于是有:

CH

C∗ ≤bHT＋E
b∗T＋y

(７)

下面按照b∗ 的不同取值进行讨论.
若b∗ ＝１,则bH ＝b∗ ,此时CH ＝C∗ .

若b∗ ≥２且bH ≤b∗ 时,可得CH

C∗ ≤bHT＋E
b∗T＋y

≤b∗T＋E
b∗T＋y ＝１＋ E－y

b∗T＋y≤ ５
３

.

下面仅讨论b∗ ≥２且满足bH ＞b∗ 的情况.由
式(３)可得:

若b∗ ＝２且bH ＝３ 时,由式(７)得CH

C∗ ≤

３T＋E
２T＋y ＝１＋T＋E－y

２T＋y
.因为T≥E＋I,所以CH

C∗

≤１＋T＋E－y
２T＋y ＝ ５

３
.

若b∗ ＝３,由bH ＝４,C
H

C∗ ≤４T＋E
３T＋y ＝１＋

T＋E－y
３T＋y ≤ ５

３
.

若b∗ ≥４,b∗ ＜bH ＜１１
９b＋ ６

９
时,有CH

C∗ ≤

bHT＋E
b∗T＋y≤

１１
９b∗T＋６

９T＋E

b∗T＋y ≤１１
９＋

６
９T＋E

b∗T
.因

为T ≥E＋I,所以１１
９ ＋

６
９T＋E

b∗T ≤ ５
３

,所以CH

C∗ ≤

５
３

.

由引理１和引理２可直接得到定理１的主要结

论:算法 H 可行,且CH ≤ ５
３C∗ .

４　 结 　 论

本文研究了一类机器带维护时段的加工与运输

协同的排序问题.该问题是经典的带维护时段排序

问题和加工与运输协同排序问题的一个组合.在该

问题中,工件先在一台需要周期性维护的机器上进

行加工,然后由一辆带有容量限制的运输工具分批

运往相应的客户.目标是合理安排工件的加工和运

输,使得工件能够尽早加工完毕并运往客户.由于该

问题是强 NPＧHard问题,所以本文给出了该问题在

工件的加工时间和工件的尺寸大小成比例关系且每

个加工时段只可以加工一批工件情况下的一个近似

算法.分析了算法的性质,并证明了该算法的最坏情

况界不大于５/３.
对于该问题的进一步研究,我们将关注以下两

个方面:一方面是改进本文的算法,使得最坏情况界

小于５/３;另一方面是研究工件的加工时间和工件

的尺寸大小没有比例关系的一般情况下的问题模

型.由于不考虑运输且机器具有周期性维护时段的

排序问题具有２的难近似性[１１],即不存在最坏情况

界小于２的近似算法,所以该问题也具有２难近似

性,这给研究增加了较大的难度.所以研究该类问题

的一个最坏情况界接近２的近似算法,例如设计一

个最坏情况界为５/２的算法可以作为后续研究的一

个可行目标.
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ProcessingandTransportationCoordinationSchedulingof
MachinewithPeriodicMaintenance

HUJueliang,YANGJiawen,SUXiaotong,DONGJianming
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Anewsinglemachineschedulingproblemwithperiodicmaintenanceandworkpiecedelivery
coordinationisconsideredinthepaper．Inthisproblem,themachineneedsperiodicmaintenance,andthe
interruptedworkpieceinmaintenanceperiodcannotberecovered．Theworkpieceshavedifferentsize,and
certainproportionalrelationexistsbetween workpieceprocessingtimeandphysicalsize．A batchof
workpiecescanonlybeprocessedineachmaintainperiod．Thefinishedworkpiecesneedtobedeliveredto
thecustomerbyavehiclewithcapacitylimitation．Theobjectiveofalgorithmistominimizetheduration
fromfinishingallworkpiecestodeliverytothecustomer．WefirstprovethattheproblemisNPＧhard
problem．Then,weprovideapolynomialtimeapproximationalgorithmandprovetheworstcaseboundary
ofthisalgorithmisnotgreaterthan５/３．

Keywords:singlemachine;maintenanceperiod;nonＧrecovery;approximationalgorithm
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