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拟齐次平面多项式系统的逆积分因子

韩美佳,黄土森
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:逆积分因子是研究平面多项式系统可积性问题的重要工具.对于拟齐次多项式系统,利用广义 Euler
定理证明了它一定存在多项式逆积分因子,并给出了具体表达式;对于由两个拟齐次多项式系统的和所定义的多项

式系统,给出存在多项式逆积分因子的一个充分条件,并由此给出几类特殊多项式系统的逆积分因子的计算公式.

给出的几个多项式逆积分因子计算例子表明这些结论推广了已有成果.
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０　引　言

平面自治微分系统可表示为:
dx
dt＝P(x,y),dy

dt＝Q(x,y) (１)

其中P和Q 是一个从R２ 的一个开集U 到R的Cr 映

射,r≥１.令W 是U 的一个开子集.对于一个可微的

非常值函数V:

V:W →R．
如果它满足一阶线性偏微分方程:

P(x,y)∂V(x,y)
∂x ＋Q(x,y)∂V(x,y)

∂y

＝ ∂P(x,y)
∂x ＋∂Q(x,y)

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷V(x,y)(２)

则称V(x,y)为系统(１)的在W 上的一个逆积分因

子[１].进一步,如果W ＝R２,且V:R２ →R还是一个

多项式,则称V(x,y)为系统(１)的多项式逆积分

因子.
系统(１)的逆积分因子具有以下一些重要性

质:
a)V－１(０)＝ {(x,y)∈W|V(x,y)＝０}由系

统(１)的轨线组成[２Ｇ３].

b)R(x,y)＝ １
V(x,y)是定义在W\V－１(０)上的

积分因子[１],从而系统(１)在W\V－１(０)上的首次积

分为:

H(x,y)＝－∫P(x,y)
V(x,y)dy＋∫Q(x,y)

V(x,y)＋æ

è
ç

∂
∂x∫P(x,y)

V(x,y)dy
ö

ø
÷dx．

c)若系统(１)在W 上存在极限环γ,则γ ⊂
V－１(０)[４];进一步,如果Г是位于W 中由鞍点与正则

轨线组成的多环,则Γ⊂V－１(０)[３].
系统(１)的这些性质表明:逆积分因子是研究

可微平面系统的可积性问题[１,５]、中心问题[６Ｇ７] 和平

面多项式系统极限环个数与分布问题[２,８] 的重要工

具之一.一般而言,系统的逆积分因子的表达式比首

次积分简单,定义域比首次积分的大[１].因此,如何

求得给定系统(１)的逆积分因子对确定系统性态具

有重要作用[９].
然而,对于一个给定的系统,要判断它是否存在

逆积分因子以及如何求它的逆积分因子十分困

难[１].已有研究仅对一些特殊形式的系统给出了逆

积分因子的求法.例如:对于线性系统dx
dt ＝a１１x＋

a１２y,dy
dt＝a２１x＋a２２y,总存在一个简单的逆积分因



子V(x,y)＝a２１x２＋(a２２－a１１)xy－a１２y２[１];如果

系统(１)中的P(x,y)与Q(x,y)是具有相同次数的

实或复多项式,则多项式V(x,y)＝yP(x,y)－
xQ(x,y)是其一个逆积分因子[１];如果系统是一个

二次多项式系统并且原点是一个中心,则总存在一

个三次或五次多项式为它的逆积分因子[１０];如果在

系 统 (１)中,P(x,y)＝－y ＋ P３(x,y),Q(x,y)

＝x＋Q３(x,y),其中P３(x,y)与Q３(x,y)是三次

齐次多项式,则总存在次数至多为十次的多项式逆

积分因子[１０];Chavarriga等[１１]寻找当P(x,y)＝－y
＋Ps(x,y),Q(x,y)＝x＋Qs(x,y),s≥２时,系统

(１)的逆积分因子;当系统(１)为多项式系统时,

Chavarriga等[１２] 找到了其逆积分因子存在的必要

条件;Walcher[１３] 研究了多项式系统的多项式逆积

分因子的结构;Ferragut[１４] 研究了二次多项式系统

的多项式逆积分因子的构造,并给出求多项式逆积

分因子的５种常用方法;AlＧDosary [１５]先给出平面

可微系统存在逆积分因子的几个充分条件,再给出

由两个齐次多项式系统的和所定义的多项式系统的

多项式逆积分因子的构造;而 Hu[１６] 把文献[１５]中

第一部分结果推广到高维系统.
本文首先给出拟齐次多项式系统的多项式逆积

分因子的表达式;然后把文献[１５]中由两个齐次多

项式系统的和所定义的多项式系统推广到拟齐次的

情形,给出存在多项式逆积分因子的一个充分条件,
并由此给出几类特殊多项式系统的多项式逆积分因

子的计算公式;最后给出例子以说明这些推广的实

用性.

１　 主要结果及其证明

考虑多项式系统:

dx
dt＝P(x,y),dy

dt＝Q(x,y) (３)

其中P 和Q 是含变量x、y的多项式,并且设原点是

它的一个孤立奇点(即P 和Q 不含常数项且无公因

式).设t＝ (t１,t２)是不同时为零、互素的有序自然

数对,且不妨设t１ ≤t２(否则只需交换x与y即可).
对于一个多项式f(x,y),如果存在自然数k,对任

意的实数使得f(εt１x,εt２y)＝εkf(x,y),则称f(x,

y)是一个t型k次的拟齐次多项式.把全体t型k次

的拟齐次多项式的集合记为Pt
k.对于系统(３),如果

P∈Pt
k＋t１

且Q∈Pt
k＋t２

,则称(３)为t型k次的拟齐次

多项式系统.把全体t型k次的拟齐次多项式系统的

集合记为Qt
k.显然,如果t＝ (１,１),则上面的拟齐次

多项式与拟齐次多项式系统就是齐次多项式与齐次

多项式系统.对于任意给定的t＝ (t１,t２),利用牛顿

图[１７],任意一个多项式系统都可以进行如下分

解[１６]:

dx
dt＝P(x,y)＝ ∑

n

k＝r
Pt

k＋t１
(x,y),

dy
dt＝Q(x,y)＝ ∑

n

k＝r
Qt

k＋t２
(x,y) (４)

其中:Pt
k＋t１ ∈ Pt

k＋t１
,Qt

k＋t２ ∈ Pt
k＋t２

,并且(Pt
i＋t１

)２ ＋
(Qt

i＋t２
)２ ≠０,i＝r,􀆺,n,r≥１.关于拟齐次多项式

系统的其它一些性质可以参考文献[１６].
引理１　(广义Euler定理)设f(x,y)是t型k

次的拟齐次多项式,则恒等式(５)成立.

t１x∂f(x,y)
∂x ＋t２y∂f(x,y)

∂y ≡kf(x,y) (５)

定理１　 对于t型k次的拟齐次多项式系统:

dx
dt＝Pt

k＋t１
(x,y),dy

dt＝Qt
k＋t２

(x,y) (６)

则它有多项式逆积分因子:

V(x,y)＝t１xQt
k＋t２

(x,y)－t２yPt
k＋t１

(x,y)(７)
显然,V(x,y)∈Pt

k＋t１＋t２
.

证明 　 只需验证(７)满足(２).实际上,因为:

∂V
∂x ＝t１Qt

k＋t２
(x,y)＋t１x

∂Qt
k＋t２

(x,y)
∂x －t２y

∂Pt
k＋t１

∂x
,

∂V
∂y ＝t１x

∂Qt
k＋t２

∂y －t２Pt
k＋t１

(x,y)－t２y
∂Pt

k＋t１
(x,y)

∂y
．

又由引理１知,

t１x
∂Pt

k＋t１
(x,y)

∂x ＋t２y
∂Pt

k＋t１
(x,y)

∂y ＝ t１＋k( )Pt
k＋t１

(x,y),

t１x
∂Qt

k＋t２
(x,y)

∂x ＋t２y
∂Qt

k＋t２
(x,y)

∂y ＝ t２＋k( )Qt
k＋t２

(x,y)．

所以:

Pt
k＋t１

(x,y)∂V(x,y)
∂x ＋Qt

k＋t２
(x,y)∂V(x,y)

∂y

＝
∂Pt

k＋t１
(x,y)

∂x ＋
∂Qt

k＋t２
(x,y)

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷V(x,y)．

证毕.
文献[１２]研究如下形式

dx
dt＝P(x,y)＝ ∑

n

k＝０
Pk(x,y),

dy
dt＝Q(x,y)＝ ∑

n

k＝０
Qk(x,y) (８)

的多项式系统存在多项式逆积分因子的必要条件,
其中Pk(x,y)和Qk(x,y)均为k次齐次多项式,k＝
０,１,􀆺,n.而文献[１５]研究如下形式
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dx
dt＝P(x,y)＝Pn(x,y)＋Pm(x,y),

dy
dt＝Q(x,y)＝Qn(x,y)＋Qm(x,y) (９)

的多项式系统存在多项式逆积分因子的充分条件,
其中Pk(x,y)和Qk(x,y)均为k次齐次多项式,k＝
n,m.本文把这些结论推广到多项式系统进行拟齐

次分解的情形,即对任意给定的t＝ (t１,t２),把系统

(３)写成系统(４)的形式.因为系统(６)有形如

V(x,y)＝ (t１x,－t２y)􀅰(Qt
k＋t２

(x,y),Pt
k＋t１

(x,y)

(１０)
的多项式逆积分因子,其中“􀅰”表示内积,因此有理

由假设式(４)有形如

V(x,y)＝ ∑
n

k＝r
Ck[(t１x,－t２y)􀅰(Qt

k＋t２
(x,y),

Pt
k＋t１

(x,y))] (１１)
的多项式逆积分因子,其中Ck 是待定常数,k＝r,
􀆺,n.为使系统(１１)是系统(４)的多项式逆积分因

子,只需把系统(１１)代入系统(２),并让等式两边的

同次幂系数相等,得到关于待定常数Ck 的代数方程

组.一般地,这个代数方程组是超定的,这也表明系

统(４)未必有多项式逆积分因子,但由此可以研究

系统(４)存在具有形式为系统(１１)的多项式逆积分

因子的充分条件.现在本文利用这种方法研究形如

　dx
dt＝P(x,y)＝Pt

n＋t１
(x,y)＋Pt

m＋t１
(x,y),

　dy
dt＝Q(x,y)＝Qt

n＋t２
(x,y)＋Qt

m＋t２
(x,y)(１２)

的多项式系统存在多项式逆积分因子的充分条件,
不妨设n≠m.

定理２　 对于系统(１２),如果存在实常数Cn ≠
Cm,满足

[Cn(n＋t１＋t２)－Cm(m＋t１＋t２)]
Cm －Cn

(Pt
m＋t１Q

t
n＋t２ －

Pt
n＋t１Q

t
m＋t２

)＋
∂Pt

m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷(t１xQt

n＋t２ －

t２yPt
n＋t１

)－
∂Pt

n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷(t１xQt

m＋t２ －

t２yPt
m＋t１

)＝０．
则系统(１２)有形如

V(x,y)＝Cn[(t１x,－t２y)􀅰(Qt
n＋t２

,Pt
n＋t１

)]＋Cm

[(t１x,－t２y)􀅰(Qt
m＋t２

,Pt
m＋t１

)]
的多项式逆积分因子.

证明 　 记

Vn(x,y)＝ (t１x,－t２y)􀅰(Qt
n＋t２

,Pt
n＋t１

),

Vm(x,y)＝ (t１x,－t２y)􀅰(Qt
m＋t２

,Pt
m＋t１

),
则V(x,y)＝CnVn(x,y)＋CmVm(x,y).现只需要

证明V(x,y)满足系统(２).因为:

∂Vn

∂x ＝t１Qt
n＋t２ ＋t１x

∂Qt
n＋t２

∂x －t２y
∂Pt

n＋t１

∂x
,

∂Vn

∂y ＝t１x
∂Qt

n＋t２

∂y －t２Pt
n＋t１ －t２y

∂Pt
n＋t１

∂y
,

∂Vm

∂x ＝t１Qt
m＋t２ ＋t１x

∂Qt
m＋t２

∂x －t２y
∂Pt

m＋t１

∂x
,

∂Vm

∂y ＝t１x
∂Qt

m＋t２

∂y －t２Pt
m＋t１ －t２y

∂Pt
m＋t１

∂y
,

并且由Pt
n＋t１

、Qt
n＋t２

、Pt
m＋t１

与Qt
m＋t２

的拟齐次性及广义

Euler定理得:

t１x
∂Pt

n＋t１

∂x ＋t２y
∂Pt

n＋t１

∂y ≡ (n＋t１)Pt
n＋t１

,

t１x
∂Qt

n＋t２

∂x ＋t２y
∂Qt

n＋t２

∂y ≡ (n＋t２)Qt
n＋t２

,

t１x
∂Pt

m＋t１

∂x ＋t２y
∂Pt

m＋t１

∂y ≡ (m＋t１)Pt
m＋t１

,

t１x
∂Qt

m＋t２

∂x ＋t２y
∂Qt

m＋t２

∂y ≡ (m＋t２)Qt
m＋t２

,

所以:

(Pt
n＋t１ ＋Pt

m＋t１
)Cn

∂Vn

∂x ＝Cn(Pt
n＋t１ ＋Pt

m＋t１
)

(n＋t１＋t２)Qt
n＋t２ －t２y

∂Pt
n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú,

(Pt
n＋t１ ＋Pt

m＋t１
)Cm

∂Vm

∂x ＝Cm(Pt
n＋t１ ＋Pt

m＋t１
)

(m＋t１＋t２)Qt
m＋t２ －t２y

∂Pt
m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú,

(Qt
n＋t２ ＋Qt

m＋t２
)Cn

∂Vn

∂y ＝Cn(Qt
n＋t２ ＋Qt

m＋t２
)

t１x
∂Pt

n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－(n＋t１＋t２)Pt

n＋t１

é

ë
êê

ù

û
úú,

(Qt
n＋t２ ＋Qt

m＋t２
)Cm

∂Vm

∂y ＝Cm(Qt
n＋t２ ＋Qt

m＋t２
)

t１x
∂Pt

m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－(m＋t１＋t２)Pt

m＋t１

é

ë
êê

ù

û
úú,

而

∂Pt
n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷CnVn ＝Cn

∂Pt
n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

(t１xQt
n＋t２ －t２yPt

n＋t１
),

∂Pt
n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷CmVm ＝Cm

∂Pt
n＋t１

∂x ＋
∂Qt

n＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷

(t１xQt
m＋t２ －t２yPt

m＋t１
),

∂Pt
m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷CnVn ＝Cn

∂Pt
m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷
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(t１xQt
n＋t２ －t２yPt

n＋t１
),∂Pt

m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷CmVm ＝

Cm
∂Pt

m＋t１

∂x ＋
∂Qt

m＋t２

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷(t１xQt

m＋t２ －t２yPt
m＋t１

)．

于是由定理２的假设得:

(Pt
n＋t１ ＋Pt

m＋t１
)Cn

∂Vn

∂x ＋Cm
∂Vm

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷＋ Qt

n＋t２ ＋Qt
m＋t２( )

Cn
∂Vn

∂y ＋Cm
∂Vm

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷－

∂ Pt
n＋t１ ＋Pt

m＋t１( )

∂x ＋
æ

è
ç

∂(Qt
n＋t２ ＋Qt

m＋t２
)

∂y
ö

ø
÷(CnVn ＋CmVm)＝
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证毕.
如果允许Cn ＝Cm,则为使

V(x,y)＝Cn[(t１x,－t２y)􀅰(Qt
n＋t２

,Pt
n＋t１

)]＋
Cm[(t１x,－t２y)􀅰(Qt

m＋t２
,Pt

m＋t１
)]

是系统(１２)的多项式逆积分因子,则由于n≠m,因
此

Pm＋t１Qn＋t２ －Pn＋t１Qm＋t２ ＝０
成立,即系统(１２)的右边不是互素的,导致系统

(１２)的原点不是孤立奇点.
推论１　 对于系统(１２),如果
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成立,则它存在多项式逆积分因子:

V(x,y)＝ (t１x,－t２y)􀅰(Qt
n＋t２

,Pt
n＋t１

)＋n＋t１＋t２

m＋t１＋t２

[(t１x,－t２y)􀅰(Qt
m＋t２

,Pt
m＋t１

)]．

证明　只要在定理２中取Cn ＝１,Cm ＝n＋t１＋t２

m＋t１＋t２

即可.
推论２　 对于系统
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dt＝P(x,y)＝Pt

１＋t１
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２＋t１
(x,y),

　dy
dt＝Q(x,y)＝Qt
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＝０,
成立,其中C１ ≠C２ 是实常数,则它存在多项式

逆积分因子

V(x,y)＝C１[(t１x,－t２y)􀅰(Qt
１＋t２

,Pt
１＋t１

)]＋
C２[(t１x,－t２y)􀅰(Qt

２＋t２
,Pt

２＋t１
)].

推论３　 对于系统(１３),如果成立
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则它存在多项式逆积分因子

V(x,y)＝(t１x,－t２y)􀅰(Qt
１＋t２

,Pt
１＋t１

)＋１＋t１＋t２

２＋t１＋t２

[(t１x,－t２y)􀅰(Qt
２＋t２

,Pt
２＋t１

)].

２　 例 　 子

本节给出两个例子说明本文定理的应用,以此

说明本文的结果推广了文献[１２,１５]中的结论.
例１　 考虑系统

dx
dt＝y８＋x３y６＋x６y４,dy

dt＝x８y３＋x１１y(１４)

取t＝ (t１,t２)＝ (２,３),则y８ ＋x３y６ ＋x６y４ ＝
Pt

２２＋t１
(x,y),x８y３＋x１１y＝Qt

２２＋t２
,于是由定理２易

得系统(１４)存在多项式逆积分因子

V(x,y)＝２x９y３＋２x１２y－３y９－３x３y７－３x６y５.
例２　 取t＝ (t１,t２)＝ (２,３),考虑系统[１７]

dx
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３１＋t２
(x,y) (１５)

其中:
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Pt
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－２x１５y,
Qt
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(x,y)＝３x２y１０－６x５y８＋９x８y６－１２x１１y４＋
１５x１４y２＋２x１７．
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所以由推论１知,系统(１５)存在多项式逆积分

因子:

V(x,y)＝－３y９－２７x３y７＋２７x６y５－２７x９y３＋
２７x１２y－２７x３y１０＋２７x６y８－２７x９y６＋
２７x１２y４－２７x１５y２－３x１８．

注意到,由于系统(１４)和(１５)都不是齐次系

统,也不是形式(９)的系统,因此不能利用文献[１２,

１５]中的结论求它们的多项式逆积分因子.

３　 结 　 论

由于逆积分因子包含了微分方程系统的一些

重要信息,因此它是研究可微平面系统的可积性

问题、中心问题和平面多项式系统极限环个数与

分布问题等定性理论中经典问题的重要工具之

一.对于一个给定的多项式系统,要判断它是否存

在逆积分因子,以及如果存在,如何求它的逆积分

因子十分困难.而对于一个多项式系统,要判断它

是否存在多项式逆积分因子、如果存在如何求出

这样的逆积分因子就更困难.本文对于拟齐次多

项式系统,证明了总存在多项式逆积分因子并给

出了它的具体表达式;进而对于由两个拟齐次多

项式系统的和所定义的多项式系统,通过假设逆

积分因子的特定形式,给出存在多项式逆积分因

子的一个充分条件,并由此给出几类特殊多项式

系统的逆积分因子的计算公式;最后通过两个例

子计算多项式逆积分因子以说明本文结果推广了

已有成果.对存在多项式逆积分因子的多项式系

统进行分类有待继续研究.
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