
浙江理工大学学报(自然科学版),第３５卷,第５期,２０１６年９月

JournalofZhejiangSciＧTechUniversity(NaturalSciences)

Vol．３５,No．５,Sept．２０１６

DOI:１０．３９６９/j．issn．１６７３Ｇ３８５１．２０１６．０９．０１４

收稿日期:２０１５－１０－２２
基金项目:国家自然科学基金项目(５１２７５４７９);浙江省自然科学基金项目(LZ１４E０５０００５);机械工程浙江省重中之重学科和浙江理工大

学重点实验室开放基金项目(ZSTUME０１A０７)

作者简介:张宁斌(１９９０－),男,浙江宁波人,硕士研究生,主要从事并联机器人方面的研究.

通信作者:陈巧红,EＧmail:chen_lisa＠zstu．edu．cn

２ＧSPRＧRPS并联机构静力分析

张宁斌a,项济南a,李秦川a,陈巧红b

(浙江理工大学,a．机械与自动控制学院;b．信息学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:２ＧSPRＧRPS并联机构具有１个移动和２个转动自由度,可用做搅拌摩擦焊机器人.在实际工况下,该

机构端部动平台受力条件复杂,多支链耦合,故有必要对其进行静力学分析.首先通过拆杆,建立矢量６维力平衡方

程;其次采用自由度解耦,分别调整动平台２个转角和动平台高度值,分析了３种单自由度状态下各杆件受力曲线,

从而获得输出端位姿参数与并联机构驱动Ｇ约束反力之间的映射;最后,对单变量参数重新组合,得到完整的静力图

谱.研究结果可对２ＧSPRＧRPS并联机构的驱动电机选型、机构关节承载分析、结构强度设计提供参考.
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０　引　言

并联机器人是机器人的一大分支,与串联机器人

相比,具有累积误差小、承载能力大、刚度好、惯性力较

小等优点,因而在某些应用上有很大优势.少自由度

并联机构[１]的自由度少于６,结构简约,驱动件少,控制

简便,成本相对低廉,具有广阔的工业应用前景[２Ｇ４].
机构静力传递特性分析[５Ｇ７]是设计少自由度并

联机构的重要环节.静力分析能够初步确定机器工

作时所需的驱动力、约束反力、能承受的最大载荷

等,为动力学分析、机构整体结构设计、驱动器设计、
强度校核等提供依据.

国内外学者已对少自由度并联机构的静力分析

进行了研究.刚度映射是早期研究并联机构内部静

力传递特性的主要方法[８],而对于轻型机构而言,重
力产生主动力较小,故在实际平衡计算中将其忽

略[９].在此基础之上,赵燕等[１０Ｇ１１]对含有过约束力偶

的少自由度并联机构进行了主动力和约束力分析.
现代数学理论的引入丰富了并联机构静力性能的分

析方法,如:李永刚等[１２]以微分流形理论为基础,指出

了少自由度并联机构末端的力空间,从而对此类机构

驱动力与约束力的传递特性进行了分析;高峰等[１３]对

一种５维并联机构,采用了一种新型解耦方法来研究

其力传递的各向同性;Lu[１４]运用虚功原理和CAD几

何变量法分析了空间并联机构的主动力和被动力.
具有１个移动和２个转动自由度的２ＧSPRＧRPS

并联机构可作为搅拌摩擦焊工作台.在焊接过程

中,工作台主轴方向上受到极大的轴向力,而各分支

传递到工作台上的６维力耦合,故有必要对整个机

构受力情况进行分析.对于少自由度并联机构,仅
研究支链驱动力不足以描述机构整体受力特征,其
完整的末端力空间应包括驱动力和约束力子空

间[５].将２ＧSPRＧRPS并联机构各杆件进行拆分,可
建立各部分６维力平衡方程.按照机构自由度对动

平台运动解耦,通过调整动平台参数,分析３种单自

由度状态下机构受力曲线,可获得各运动参数对并

联机构所需驱动力和各运动副约束反力分布的影响

特征.静力分析结果可对２ＧSPRＧRPS并联机构的

大功率驱动电机选型、机构关节承载、结构强度设计

提供数据支持.



１　自由度分析

２ＧSPRＧRPS机构由动平台、固定平台以及连接

两平台的三条分支构成,如图１所示.其中第１、２
分支均为SPR分支,第３分支为 RPS分支(S代表

球 副,P代表移动副,R代表转动副).３个分支驱动

副均为移动副,力作用点为bi.基座为等腰直角三角

形 △A１A２A３,满足OA１ ＝OA２ ＝OA３ ＝r１,固定坐

标系OＧXYZ,记为{O},原点为斜边A１A２ 中点,x轴

沿OA２ 方向,y轴沿OA３ 方向,z轴根据右手理论建

立.动平台为等腰直角三角形 △B１B２B３,满足oB１

＝oB２ ＝oB３ ＝r２,动坐标系oＧxyz,记为{o},建立

在斜边B１B２ 中点,x轴沿oB２ 方向,y轴沿oB３ 方向,

z轴根据右手理论建立.过A３ 点的转动副轴线平行

A１A２ 所在直线;过B１、B２ 点的转动副轴线均平行于

oB３ 所在直线.

图１　２ＧSPRＧRPS并联机构示意

基于 螺 旋 理 论 修 正 的 GrüblerＧKutzbach 公

式[１],可得机构自由度M:

M ＝d(n－g－１)＋∑
g

i＝１
fi＋ν (１)

其中:d— 机构公共约束;n— 机构构件个数;g— 机构

运动副数;fi— 机构第i个运动副的自由度数;v— 机

构冗余约束数.则并联机构２ＧSPRＧRPS自由度为:M
＝６×(８－９－１)＋１５＋０＝３.３个自由度分别为:沿

Z轴的移动,绕X 轴的转动和绕Y 轴的转动.

２　 静力分析

动平台所受外力矩与力,在动坐标系下可简化

为一个６维合外力:

Fh ＝(Th　fh)T ＝ Thx Thy Thz fhx fhy fhz( )T

(２)
设各分支坐标系为{ki},其原点为Bi,zi 轴沿分支杆

方向,yi 轴沿R 副方向,xi 轴根据右手螺旋法则定

出.{ki}相对于{o}旋转变化矩阵为:

R１ ＝
cφ１ ０ －sφ１
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其中φi为各转动副转角.分支i上下杆件分别用u和

s表示,那么各运动副上的６维合外力沿{ki}分解

可得:

Fi
j ＝ Ti

j fi
j( )T

＝ Ti
jx Ti

jy Ti
jz fi

jx fi
jy fi

jz( )T　j＝u,s (４)
此外,分支i中上下杆件向质心简化的６维合外力,
在{ki}下表示为:

Fi
jc ＝ Ti

jc fi
jc( )T

＝ Ti
jx Ti

jy Ti
jz fi

jcx fi
jcy fi

jcz( )T　j＝u,s (５)
将分支运动副约束反力沿{ki}３个轴方向分解.各运

动副受力特点为:R副沿轴线方向无约束力矩,S副

无约束力矩,移动副沿轴线方向无约束力.
故动平台上每个R副上的５个未知约束反力,

记为f(i)
hsx、f(i)

hsy、f(i)
hsz、T(i)

hsy 和T(i)
hsz;第３分支S副上的３

个未知约束反力,记为f(３)
hsx 、f(３)

hsy 、f(３)
hsz .基座上两个S

副上的３个未知反约束力,记为f(i)
oux、f(i)

ouy 和f(i)
ouz;第３

分支转动副上的５个未知约束反力,记为f(i)
oux、f(i)

ouy、

f(i)
ouz、T(３)

ouy 和T(３)
ouz.P副上５个未知约束反力,记为

f(i)
usx、f(i)

usy、f(i)
usz、T(i)

usy 和T(i)
usz.

分别选取整个分支AiBi、分支AiBi的下部杆件

和动平台为研究对象,建立力平衡方程和力矩平衡

方程.整个分支AiBi、下部杆件和动平台的受力如

图２— 图４所示.

图２　 分支整体受力

４１７ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１６年　第３５卷



图３　 分支下部受力

图４　 动平台受力

整个分支AiBi 的力平衡方程为:

f(i)
ou ＋f(i)

hs ＋f(i)
uc ＋f(i)

sc ＝０　(i＝１,２,３)(６)
分支１、２对Bi 取矩,得力矩平衡方程为:

Li×f(i)
ou ＋Ui ×f(i)

uc ＋Si ×f(i)
sc ＋T(i)

hs ＝０　
(i＝１,２) (７)
分支３对A３ 取矩,得力矩平衡方程为:

L′３×f(３)
hs ＋U′３×f(３)

uc ＋S′３×f(３)
sc ＋T(３)

ou ＝０ (８)
其中:Li 为Bi 点在各分支坐标系中矢径(以Ai 为原

点),L′３、U′３ 和S′３ 为A３ 点在各分支坐标系中矢径

(以B３ 为原点).
设f(i)

A 为驱动器主动力,那么下杆件的力平衡

方程为:

fus
(i)－f(i)

A ＋f(i)
hs ＝０　(i＝１,２,３) (９)

分支１、２下部杆件对Bi 取矩,得力矩平衡方程为:

lsLi×fus
(i)＋T(i)

s ＋T(i)
hs ＝０　(i＝１,２)(１０)

分支３下部杆件对B３ 取矩,得力矩平衡方程为:

lsL３×fus
(３)＋T(３)

us ＝０ (１１)
动平台的平衡方程为:

－∑
３

i＝１
fhs

(i)＋fh ＝０

－∑
３

i＝１
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i ×fhs
(i)＋To

h ＝０　(i＝１,２,３)

ì
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(１２)

从而,对１、２杆对Bi 点取矩得:

f(i)
ucx li－l(i)

u

２
æ

è
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ø
÷＋f(i)

scx
li－l(i)

u

２
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f(i)
ouxli ＝０　(i＝１,２) (１３)

f(i)
oux ＝－(f(i)

hsx ＋f(i)
ucx ＋f(i)

scx) (１４)
而第３杆对A３ 点取矩有:
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(１５)
各分支上部分力平衡有:

－f(i)
A ＋f(i)

scz ＋f(i)
hsz ＝０　(i＝１,２,３) (１６)

动平台力与力矩平衡有:

－f(i)
A ＋f(i)

scz ＋f(i)
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＝０　(i＝１,２,３) (１７)

写成系数矩阵形式为:

Xx１ Xy１ Xz１ Xx２ Xy２ Xz２ Xx３ Xy３ Xz３ ０ ０ ０
Yx１ Yy１ Yz１ Yx２ Yy２ Yz２ Yx３ Yy３ Yz３ ０ ０ ０
Zx１ Zy１ Zz１ Zx２ Zy２ Zz２ Zx３ Zy３ Zz３ ０ ０ ０
xx１ xy１ xz１ xx２ xy２ xz２ xx３ xy３ xz３ ０ ０ ０
yx１ yy１ yz１ yx２ yy２ yz２ yx３ yy３ yz３ ０ ０ ０
zx１ zy１ zz１ zx２ zy２ zz２ zx３ zy３ zz３ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －１ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ －１
l１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
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scz Ty１ Ty２ －Tx３( )T (１８)
其中:
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３　 数值计算

表１所示为机构实际尺寸和载荷参数.

表１　 参数设置

结构参数 r１/m r２/m h/m l(i)
u /m FN/N

值 ０．４ ０．２５ ０．６ ０．３ ８００００

　　 将瞬时惯性力与力矩设置为０,即:
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由于２ＧSPRＧRPS并联机构动平台运动相互耦

合,故可将３个自由度运动拆解进行分析,即进行自

由度解耦,如图５所示.其中图５(a)所示为第１种情

况,即动平台沿z轴方向移动;图５(b)所示为第２种

情况,即动平台绕y轴转动;图５(c)所示为第３种情

况,即动平台绕X 轴转动.

图５　 机构分解运动

３．１　 情况１,仅改变h
自初始位置起,保持β和γ不变,h发生变化.

平台线速度vh ＝０．０１m/s,角速度均为０,终止时

间t＝６０s.该情况下驱动力及约束力曲线如图６
所示,由于对称结构,且机构保持平动,故１、２分

支驱动力相同.在不计惯性力的情况下,外力作

用于o点,f(１)
A 与f(２)

A 可以和FN 平衡,故f(３)
A ＝０.

随着时间的增加,h逐渐增大,而第１、２杆的驱动

力逐渐减小.其他各运动副上约 束 力 也 可 相 应

得出.

３．２　 情况２,仅改变γ
保持h和β不变,γ发生变化,角速度为ωγ ＝

１°/s.该情况下驱动力及约束力曲线如图７,从图７
中可以看出,由于γ角的变化,机构不再对称,驱动

力f(１)
A 在６０s内,首先出现一个极小值点,其后出

现极大值点,最后逐渐减小,但整体变化较平坦;

f(２)
A 则在 出 现 一 个 极 小 值 点 后 迅 速 增 大 至 ６×

１０４N以上.与第一种情况类似,第３杆不受力.各
运动副上约束力中与f(２)

A 平衡的力f(２)
usz 和f(２)

ouz 也相

应较大.
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图６　 情况１下驱动力及约束力曲线

图７　 情况２下驱动力及约束力曲线
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３．３　 情况３,仅改变β
保持z和γ 不变,β发生变化,角速度为ωβ ＝

１°/s.该情况下驱动力及约束力曲线如图８所示,１、

２分支驱动力相同且第３分支不提供驱动力.随着β

的增大,第１、２杆的驱动力逐渐减小.这种情况下驱

动力与各运动副上约束力曲线与第一种情况相似.
以驱动力为例,两者趋势基本相同,不同之处在于前

者为凹函数,后者为凸函数.

图８　 情况３下驱动力及约束力曲线

　　 对比这３种情况作可以发现,情况２下驱动力

和运动副约束力的变化幅度均比较剧烈,且最大幅

值最高.因而在机构设计时,需充分考虑沿x轴转角

的影响以及在这种严苛条件下的强度.

通过这种３自由度拆分单变量的计算,可简便地

计算力/力矩的变化,进而可以研究多变量下的变化情

况,例如:保持h不变,γ和β同时发生变化,变化范围均

为０°~６０°,驱动力及约束力变化关系如图９所示.

图９　多变量下驱动力变化情况
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４　结　论

本文对一种应用于搅拌摩擦焊的２ＧSPRＧRPS
并联机构进行静力分析.由于该机构末端执行器受

耦合力作用,需对其进行静力解耦.解耦方法基于

自由度分析,该分析表明机构具有１个移动和２个

转动自由度.通过拆杆,可建立各杆件６维力承载

方程.将动平台运动按机构自由度分解,可获得该

机构各支链和动平台运动关节随运动参数变化的驱

动和约束力曲线.其中,绕x轴的转角γ 对该并联

机构驱动力及其他运动副约束力的影响最大.静力

分析能够为２ＧSPRＧRPS并联机构的电机参数选取、
强度设计、刚度设计等提供基础数据.
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StaticAnalysisof２ＧSPRＧRPSParallelManipulator
ZHANGNingbina,XIANGJinana,LIQinchuana,CHENQiaohongb

(a．FacultyofMechanicalEngineering& Automation,;b．SchoolofInformationScienceand
Technology,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:２ＧSPRＧRPSparallelmanipulatorhasonetranslationaldegreeoffreedom (DOF)andtwo
rotationalDOFs,whichcanbeusedforfrictionstirweldingrobot．Inrealworkingconditions,the
externalwrenchexertedontheendＧeffectoriscomplex,andisbornbythemutiplecouplingbranches．
Therefore,staticanalysisofthemanipulatorisnecessary．Firstofall,thevectormethodwasusedto
establishwrenchequations．Afterthat,theDOFsoftheparallelmanipulatorweredecoupledbyadjusting
tworotationanglesandthestroke,respectively．Then,themappingbetweentheconfigurationofthe
manipulatorandtheconstraint oractuation wrenches ofjoints was obtained．Finally,univariate
parameterswerecombinedagaintogetcompletestatic wrenchdiagrams．Theresearchresultsoffer
guidancefordriverselection,jointbearinganalysisandstructuralstrengthdesignofthe２ＧSPRＧRPS
parallelmanipulator．

Keywords:parallelmanipulator;lowerＧmobility;staticanalysis;vectormethod
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