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摘
!

要"
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并联机构具有
#

个转动和
%

个移动自由度#是少自由度并联机构中的一个重要分支#具有较

大的应用潜力&运用几何代数对
!7QVV9

并联机构进行自由度分析&首先用几何代数表示了分支和动平台的运动

空间(然后通过对分支运动空间求交得到动平台的运动空间#该运动空间的基给出了
!7QVV9

并联机构自由度的符

号表达式&使用几何代数方法所得结果具有几何直观性#且不需要对机构进行约束分析#运算更为简捷&

关键词"并联机构(自由度分析(几何代数

中图分类号"

8Q#I

!!

文献标志码"

R

!

文章编号"

%&F!7!G"%

"

#$%&

#

$#7$%E#7$&

!

引用页码"

$!$I$%

'

!

引
!

言

两转一移"

#V%8

#三自由度并联机构是少自由

度并联机构中重要的一类%自
O)+<

(

%

)于
%EG!

年提

出
!7VQ5

并联机构以来"

V

!转动副%

Q

!移动副%

5

!

球铰#%

#V%8

三自由度并联机构已被用于许多领

域%如基于
!7QV5

并联机构的
/!

主轴头(

#

)

&

Yd160(+

混联机器人(

!

)

&望远镜姿态控制器(

I

)

&运动

模拟器(

"

)

&微操作机器人(

&

)以及坐标测量机等(

F

)

'

各国研究者对该类并联机构开展了大量研究%在运

动学分析(

G

)

&尺寸综合(

E

)

&奇异分析(

%$

)

&伴随运动(

%%

)

等方面取得了重要进展'

自由度指确定机构或运动链位形所需要的独立

坐标数(

%#

)

'自由度分析是机构应用的前提和基础'

少自由度并联机构中多存在冗余约束%其自由度的

计算十分困难%各国学者在此方面做了大量工作'

黄真等(

%!

)提出了基于约束螺旋理论的自由度分析

方法和修正
c7X

公式%其原理是对各分支施加于动

平台的约束系求并%以得到动平台被约束的自由度'

该方法适用于全部
E

类少自由度并联机构'

O1*:1

(

%I

)采用基于群论方法的并联机构位移子群求

交方法来分析自由度'

5<,..1<<3

(

%"

)提出一种基于

c*,;;\,++7M,

=

-1

=

代数的分支运动空间的交集计

算方法'

几何代数又被称为
M-3..(*T

代数%是一种几何

应用方面极具潜力的计算方法%由
M-3..(*T

(

%&

)在

%GF&

年首次提出%故又被称作
M-3..(*T

代数'

O1;<1+1;

(

%F

)将
M-3..(*T

代数进行几何意义上的解

释%从而称它为几何代数'在处理几何应用问题时%

几何代数在几何解释方面具有其他方法无法比拟的

优势%已被广泛应用到物理(

%G7%E

)

&神经计算(

#$

)

&信号

及图像处理(

#%

)

&机器视觉(

##

)

&计算机图形学(

#!

)和机

器人 学(

#I7#"

) 等 领 域'

O3-T1+Z*,+T

和
/,\(*,

等(

#&7#F

)用共形几何代数方法对机器人的运动学逆解

等问题进行了分析'

R*3;<3T()

和
J,;1+Z

=

(

#G7#E

)用

几何代数方法求解运动学逆解%并且提出了一种有

效的运动学逆解迭代求解器
W,Z*3S

'

J,;1+Z

=

等(

!$

)提出了一种基于几何代数的机器视觉结构与

运动评估方法'

8,+1:

(

!%

)用几何代数方法对四自由

度并联机构进行了奇异分析'

本文运用几何代数对
!7QVV9

并联机构自由

度进行分析'首先用利用几何代数中的外积表达了



分支和动平台的运动空间%然后通过对分支运动空

间求交得到动平台的运动空间%该运动空间的基给

出了
!7QVV9

并联机构自由度的符号表达式'

(

!

几何代数基础

在
!

维实数向量空间
!

中%由几何积产生的集

合被称为几何代数
!

K

"

!

#'本文选用一个
&

维

向量空间的几何代数
&

进行分析'

&

的基底为/

!

%

%

!

#

%

!

!

%

!

I

%

!

"

%

!

&

0'这组基底满足如下条件!

!

+

*

!

O

K

%

%

+

K

O

$

%

+

)

/

O

%且
!

+

*

!

+

K

$

"

%

#

已知向量
"

和
#

%则
"

和
#

的几何积可以定义为!

"#

K

"

*

#

Q

"

*

#

"

#

#

其中!

"

*

#

是向量
"

和
#

的内积%

"

*

#

是向量
"

和

#

的外积'

#

个向量
"

和
#

的外积表示一个有方向的平面

度量%具体表示为向量
#

沿着向量
"

扫过而形成的

平行四边形%如图
%

"

:

#所示'外积具有反对称性%即

"

*

#

KL

#

*

"

'

图
%

!

几何积的几何表达

!

个向量
"

&

#

和
$

的外积表示一个有方向的空

间度量%具体表示为面度量
"

*

#

沿着向量
$

扫过而

形成的空间%如图
%

"

>

#所示'外积运算满足结合律%

即"

"

*

#

#

*

$

K

"

*

"

#

*

$

#'

P

个向量
"

%

%

"

#

%1%

"

P

的外积组成一个
P

维的片

积"

Z-,T1

#!

2

%

3

P

K

"

%

*

"

#

*

1

*

"

P

"

!

#

其中
P

是片积的阶"

4

*,T1

#'

P

阶片积的几何意义为

一个由
P

个向量张成的子空间'

在几何代数
!

中%单位伪标量
&

!

由
!

个单位基

底的几何积组成!

&

!

K

!

%

!

#

!

!

1

!

!

"

I

#

P

阶片积
%

的对偶空间为这个
P

维子空间的正交补

空间!

'

K

%&

L

%

&

"

"

#

其中
&

L

%

&

是
&

的 单 位 伪 标 量 的 逆%

&

L

%

&

K

!

&

!

"

!

I

!

!

!

#

!

%

'

几何代数可以表示螺旋理论%螺旋理论与几何

代数的关系在文献(

!#

)中有详细阐述'本文将螺旋

理论与几何代数运算之间关系用表格形式列出%如

表
%

所示'

表
(

!

螺旋理论与几何代数的关系

运算 螺旋理论 几何代数

螺旋
(
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"
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$

)

$

#

K

"

R

%

R

#
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!
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!
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%
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#

!

#Q

R

!

!

!Q
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!
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#

!

"Q
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!

!

&

对偶
(

O

T(

E

K

)

O

*

)

TEQ
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E

*

)

T

O

K

$

'

K

%&

L

%

& K

"

L

%

#

P

"

&

L

P

#

&

L

%

&

%

互易

变换
,

)

*

K

>

%

!

%Q

>

#

!

#Q

>

!

!

!Q

R

%

!

I

Q

R

#

!

"Q

R

!

!

&

!!

积
%

和
+

的并集
%

*

*

+

是由子空间
%

和
+

的和

张成的空间的伪标量'如果
%

和
+

是线性无关的%则

他们的并集可以表示为!

%

*

*

+

K

%

*

+

"

&

#

在
&

中%片积
%

和
+

的交集
%

+

+

%在
%

&

+

阶的和大

于等于
&

时可以表示为!

%

+

+

K

"

%&

L

%

&

#

*

+

"

F

#

交集可以看作是向量空间交集的代数表达形式'

%

和
+

的交集还满足德摩根定律%即!

"

%

+

+

#

&

L

%

&

K

"

%&

L

%

&

#

*

"

+&

L

%

&

# "

G

#

%

!

自由度分析方法

串联运动链的运动空间可以表示为组成该串联

运动链的每个关节的运动子空间的并集'因此第
+

个分支上的运动空间可以表示为分支上
@

+

个关节

运动子空间的并集!

%

+

K

*

+%

*

1

*

*

+

O *

1

*

*

+@

+

"

E

#

其中
*

+

O

表示并联机构第
+

个分支上第
O

个运动螺

旋'

@

+

阶的片积
%

+

表示第
+

个分支上所有
@

+

个关

节张成的运动空间'如果式"

E

#中的向量
*

+

O

和
*

+

O

Q

%

线性相关%需要在移除线性相关项后再进行计算'

相反地%并联机构动平台的运动空间是所有分

支运动链的运动空间的交集'根据式"

F

#可得到分

支运动子空间
%

+

和
%

+

Q

%

的交集为!

%

+

,

%

+

Q

%

K

%

+

+

%

+

Q

%

K

"

%

+

&

L

%

&

#

*

%

+

Q

%

"

%$

#

如果机构的分支数目为
!

%则动平台的运动空间
,

为所有
!

个分支运动子空间的交集%即!

,

K

%

%

+

1

+

%

+

+

1

+

%

!

"

%%

#

其中动平台的运动空间
F

的阶数即为机构自由度

的数目'

*

!

*"IKKN

并联机构自由度分析

图
#

为一个
!UQVV9

并联机构%其中
9

表示虎

!E%

第
#

期 柴馨雪等!

!7QVV9

并联机构自由度分析



克铰'分支一及分支二的
9

副轴线相互平行%且与分

支一及分支二上的
?

副轴线垂直'分支三上的
9

副

轴线与前两个分支上的
9

副轴线相互垂直%且与分

支三上的
?

副轴线垂直'

9

副经过点
$

+

"

+

K

%

%

#

%

!

#

和
V

+

'

!

个
/

副的中心分别经过点
8

+

"

+

K

%

%

#

%

!

#%且

这
!

点都在动平台上为共线关系%如图
#

所示'该机

构中
!

个
?

副为驱动副'

图
#

!

!UQVV9

并联机构

!!

定平台是一个等腰三角形
-

A;5

%其形心为

点
2

%且满足
A5

K

5)

'固定坐标系
2J

3

,

如图
#

所

示建立%其中
J

轴沿着
I)

%

3

轴沿着
I5

%

,

轴朝

上'一般位形下的结构参数如图
!

所示'

假设
!UQVV9

并联机构在一般位形下且未达

到奇异位形'建立从动坐标系
2WJW

3

W,W

相对于固定

坐标系
2J

3

,

的
*U7U6

欧拉角姿态变换%即!首先绕

初始位形的
3

轴转
#

角度%其次绕着当前的
J

轴转

过
%

角度%最后绕着当前
,

轴转
%

角度'旋转变换矩

阵如下! 图
!

!

!UQVV9

并联机构结构参数
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%
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%

L
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#

6(;

&

Q

;3+

%
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#
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&
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#

;3+

&

Q

;3+

%

6(;

#

6(;

&

6(;

%

6(;

.

/

0

1

#

"

%#

#

!!

机构中点
$

%

&

$

#

&

$

!

&

V

%

&

V

#

&

V

!

&

8

%

&

8

#

&

8

!

的

坐标及
/

副的转动轴线相对于固定坐标系的方向矢

量如表
#

所示'

表
%

!
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并联机构的结构参数

点
固定坐标系

下的坐标
螺旋

固定坐标系下

*

+

O

的方向矢量

$

%
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L

F

%

$

%

L

M

%

#

*

%I

-

(

%

%

$

%

$

)

8

$

#

"

F

%

$

%

L

M

#

#

*
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-

(

$

%

$

%

%
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$
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%
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(

%

%

$

%

$
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V

%
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%

6(;

'L

F

%

$

%

L

M
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C

%
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'

#

*

#"

-

(

$

%

$

%

%

)

8

V

#

"

F

L

C

%

6(;

'

%

$

%
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#L

C

%
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'

#
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(
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%
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,Q

E;3+

#

#
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#
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#

%

$

%

?

,L

E;3+

#

#

8

!

"

$

%

$

%

?

,

#

!!

分支一上的每个关节螺旋在
&

中的表达式为!

*

%%

K

!

&

*

%#

K

!

#

Q

M

%

B

I

L

F!

&

*
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!

#

Q

"

M

%

Q

C

%

X+!

'

#

!

I

Q

"

C

%

6(;

'L

F

#

!

&

*

%I
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6(;

#

!
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L

;3+

#

!

!

Q

?
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6(;

#
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*
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%
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%
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!

!

#

$

%

Q
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%

"

?

,

Q

E;3+

#

#

!

I

Q

6(;

%

"

E

Q

?

,

;3+

#

#

!

"

Q

!!!!

E6(;

#

;3+

%

!

&

"

%!

#

分支一上运动空间为组成该串联分支的所有关节运

动子空间的并集!
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!!!!!!!!!!!!!!

浙
!

江
!

理
!

工
!

大
!

学
!

学
!

报
#$%&

年
!

第
!"

卷
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*
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!
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*

!

&
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%I

#

其中
:

是一个非零标量系数%对自由度分析没有影

响%可以忽略'
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本文运用几何代数对
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支链的运动空间求
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