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要"基于非线性薛定谔方程及其
R,_

对#通过恰当的对称假设#得到了薛定谔方程含
R31

点对称的非局域

对称(由于所得到的非局域对称不能直接用来构造方程的精确解#为此引入了一个辅助变量#将薛定谔方程的非局

域对称局域化为拥有扩大空间的
R31

点对称#从而构建了封闭的延拓系统(在对称约化过程中#得到了与雅可比函

数相关的显式解#其图像显示了孤波和椭圆余弦波之间的相互作用(

关键词"薛定谔方程&非局域对称&
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非 线 性 偏 微 分 方 程 "
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),<3(+

$

>aAI

#$是现代数学的一个重

要分支%它常常被用来描述力学&控制系统&化工循

环系统&流行病等领域的问题$对这些现象的研究最

终可归结为微分方程的求解问题%然而$由于结构

的复杂性$大部分
>aAI

的解是无法用现有的方法

直接得到的$有的也仅是近似解%另外$随着人们对

其研究的深入$有些原先可用线性微分方程近似处

理的问题$如今也必须考虑非线性对其造成的影响%

因此$对
>aAI

的研究$尤其是对其如何求精确解$

就具有很重要的意义%

正是因为这样$众多学者在如何求解
>aAI

方

面做了很多研究$提出了很多研究方法$如反散射

法&

V3*(<,

双 线 性 法&

a,3+-1:}

有 限 展 开 法&

~̂6e-)+L

变换法&

A,*M()_

变换法$

R31

群法等%就

R31

群法而言$自从
5(

X

0);R31

的
R31

群理论被引

入$它就被广泛用于寻找偏微分方程的
R31

点对称%

关于
R31

群和
R31

对称问题的研究$我国学者在约

束力学系统微分方程的
R31

对称性和守恒量方面做

出了很大的贡献%如$赵跃宇和梅凤祥(

#7$

)首次利用

R31

群理论研究了非保守约束力学系统的对称性与

守恒量问题$这对我国分析力学的发展起了很大的

推动作用%近几年来$学者傅景礼&周莎&高芳等讨

论了分数阶
V,J3-<(+3,+

系统的对称理论和用正则

坐标解决单自由度的约束机制系统(

!7H

)

%另一方面$

-̂)J,+

等(

"7&

)在
R31

群基础上提出了非经典的
R31

群法$即条件对称%

T(e,;

等(

E

)

&

/0L,+(:

(

F

)提出了

条件
R31 ~̂6e-)+L

对称法$并将其进行了完善%然

而$在一般情况下$通过
R31

点对称和
R31 ~̂6e-)+L

对称得到的非局域对称有可能会丢失一些重要的

项$如更高阶的导数项等%

R()

等(

D7#%

)通过对
L̀?

方

程的非局域对称进行局域化$得到了在孤波和椭圆余

弦波之间相互作用的新的精确解$从而使该问题得到

了解决%随后$

c3+

等(

##7#$

)使用该方法先后得到了

Ò >5

系统和
(̂);;3+1;

o

方程的与实际紧密联系的

新的精确解$再一次证实了该方法的有效性%

研究非线性薛定谔方程非局域对称局域化$是

因为非线性系统的非局域对称可以扩大对称的类$

从而可以求到方程新的精确解%对非线性系统而

言$方程的精确解不仅对于相关学科及其现象的研

究有至关重要的作用$而且可以提供控制数值的精

确信息$从而有助于发现一些新的自然现象%众所

周知$非线性薛定谔方程是由奥地利物理学家薛定

谔在
#D$&

年提出的一个用于描述波函数的运动方



程$被认为是量子力学的奠基理论之一%本文通过

求解该方程的非局域对称$构造了它的新的精确解%
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薛定谔方程的非局域对称

非线性薛定谔方程的一般形式为(
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本文提供了一种寻找薛定谔方程的非局域对称

的方法%该方法不同于传统方法的地方在于$使用它

不仅可以得到所求方程的非局域对称$而且还可以

得到其传统对称%具体方法如下!
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这就意味着薛定谔方程在无穷小变量
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通过对薛定谔方程的
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对的观察可以发现$

在
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对中最高阶导数项为
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过
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%因此$如果假设函数
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含有变量的话$则可

能会得到薛定谔方程的更为一般的解%
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非局域对称的局域化

众所周知$微分方程的非局域对称不能直接用

来构造方程的精确解$因此需要把非局域对称转化

成局域对称$即非局域对称局域化%
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说明!从上述方程中可以看出$给定方程"
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然后将上式代入延拓系统中$经过计算可得!
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薛定谔方程的对称约化

为了得到更多新的不变解$需要求解特征方程!
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的解可以写成雅可比椭圆函数

的形式$故在这里本文给出该方程的一个雅可比解
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图
#

显示的是非线性薛定谔方程在椭圆周期波

背景下一个孤波的传播结构%图
#

"
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#展示的是解
)

在时空状态下孤波的传播$图
#
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#表示解
)

在不同的时间"分别为
CYG"
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#孤波在周期波

背景下的演化%从结构上看$随着时间的增加$孤子

从右往左移动$但高度不变%自然界中$该现象可以

在海平面上观察到$对船舶安全和海岸工程具有重

要影响%

,

!

结
!

论

本文以
R31

点对称为基础$通过对称假设得到

了非线性薛定谔方程的非局域对称%随后$引入了

辅助变量
QN

Y

,2

$并借助于它将非局域对称局域为

拥有封闭延拓系统的
R31

点对称%然后对得到的

R31

点对称进行对称约化$最后得到了非线性薛定

谔方程的新的精确解%

然而$该方法也有一定的不足%没有统一的方

法判断一个
>aAI

是否可用此方法求解$且寻找适

当的辅助变量并不是一件易事$它需要一定的技巧

和繁琐的计算过程%
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