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要"利用有限积分法求解平面矩形区域双调和方程边值问题(首先#对双调和方程以及边界条件分别进行

积分#得到一带有任意函数的线性常微分方程组&其次#将积分产生的任意函数分别进行插值估计#进而转化成为一

可求解的线性代数方程组&最后#利用正则化方法求解奇异线性方程组#获得近似解误差估计(通过
N,<-,M

进行数

值模拟实验获得数值结果#并进行误差分析(数值结果表明#与有限差分法'有限元法以及广义有限差分法相比较#

有限积分法具有更高精度(

关键词"双调和方程&有限积分法&正则化方法&误差估计&数值解
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双调和方程主要来源于流体力学和弹性力学$

在工程技术方面应用极为广泛$相关理论和方法的

研究一直是人们关注的热点$有限差分法(

#7$

)和有限

元法(

!

)是常用的求解双调和方程的两种数值解法%

有限差分法的优点是方法简单&计算量小$但是对边

界区域规则性的要求非常高$难以处理复杂网格%

有限元法虽然可以针对任何边界区域$但对于区域

网格的划分有严格的要求%有限体积法(

H

)和边界元

法(

"

)也是求解双调和方程非常重要的数值解法%有

限体积法虽然自身包含几何信息&易处理复杂网格$

但是计算比较复杂&不易提高精度%边界元法最大

的优点是$可以使问题的空间维数降低$从而使计算

工作量及其所需计算机容量大大减小$但是该方法

需要求出问题的基本解$推导过程比较复杂%无网

格法(

&7F

)是近年来新兴的一种数值方法$它是针对任

何边界区域$并且只需在计算区域上选取若干节点

及其径向基函数$不需要划分网格%

目前$偏微分方程边值问题的求解方法大多为

有限差分法&有限元法&有限体积法和边界元法%迄

今为止$对应用有限积分法求解偏微分方程的研究

工作还不多$在该方法理论上的研究很少%本文研

究了双调和方程边值问题的有限积分求解方法&数

值算法&数值模拟以及该方法的收敛性分析$并通过

模拟平面薄板受一均匀载荷时$研究静态平衡下薄

板与载荷接触面上的位移分布与误差分析%本文针

对研究双调和方程边值问题的求解方法$拟采用

d1+

等 (

D

)提出的有限积分法对该问题进行数值求

解$考虑了该方法的理论基础***积分的离散与函

数的插值表示$结合文献(

D

)给出的利用有限积分法

求解一维偏微分方程边值问题的解题思路$以求出

双调和方程的数值解$并从理论上对该方法的收敛

性做了分析%
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双调和方程的有限积分法
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!!

由表
#

&表
$

易见该方法具有如下优点!该方法

是一种边界型无网格法$具有不需要划分网格的优

势'与其它数值解法相比较$该方法具有更高的计算

精度'该方法的精度与节点数量的多少无关%因此有

限积分法是处理双调和边值问题的一种有效数值

解法%

算例
"

!

在弹性力学(

#H

)里$对于一受一般载荷

的平面薄板$由薄板的小挠度弯曲理论可得该薄板

弹性曲面的微分方程为!

*

$

)

"

N

$

H

#

U

8

+

X

$"

N

$

H

#

4

4

$

其中!

)

"

N

$

H

#为薄板的弯曲挠度'

X

为薄板的抗弯

刚度$

X

U

=

!

!

#$

"

#

V

*

$

#

$

=

为弹性模量$

!

为薄板的厚

度$

*

为泊松比'

8

为薄板的均匀分布载荷%

作为算例$本文考虑一受均匀载荷
8

U

#%>

的

平面薄板$板边长度
+

U

#J

$宽度
%

U

#J

$厚度
!

U

%@%#J

$弹性模量
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U
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F

a,

$泊松比
*

U

%@#"

$取其边界条件为固支边界条件$即!
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将计算所得的数值结果与纳维叶精确解(
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)
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做比较$数值误差结果见表
!

%

表
+

!

数值误差结果
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!!

由表
!

易见$对于薄板小挠度弯曲问题$有限积

分法计算所得的数值解很好地接近纳维叶法计算所

得的精确解$由此可见$有限积分法对于求解薄板小

挠度弯曲问题是有效的数值算法%

U

!

结
!

论

本文利用有限积分法求解了平面矩形区域的双

调和方程的边值问题$与其他方法相比$该方法优点

是无需划分网格并且成功地避免了有限差分方法中

的截断误差问题$其计算结果比其他数值解法具有

更高的精度%

虽然本文研究的是矩形区域的线性经典方程边

值问题$但是有限积分法同样适用于非规则区域的

非线性分数阶方程边值问题%对于非规则区域问

题$只需要按照区域范围对函数每个积分点的积分

区间稍作调整便可求解'对于非线性方程边值问题$

只需按照文中所示的计算过程$将其转化成非线性

代数方程组$通过迭代解法便可求得数值解'对于分

数阶方程边值问题$由文献(

D

)和文献(

#"

)可知文中

所述的有限积分方法同样适用$只是分数阶方程积

分所得的代数方程组有所差异%
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