
浙江理工大学学报!自然科学版"#第
!"

卷#第
#

期#

$%#&

年
#

月

'()*+,-(./01

2

3,+

4

563781609+3:1*;3<

=

!

>,<)*,-5631+61;

"

?(-@!"

#

>(@#

#

',+@$%#&

ABC

$

#%@!D&D

%

2

@3;;+@#&E!7!F"#@$%#&@%#@%$#

收稿日期!

$%#"G%$G%&

基金项目!国家自然科学基金项目"

###E#!%E

#'浙江省教育厅科研项目"

b$%#!$FEDD

#

作者简介!马晓艳"

#DEDG

#$女$吉林梅河口人$副教授$主要从事
U,J,+)

2

,+

模方程&特殊函数方面的研究%

W7̂/M;%&

环函数的几个不等式

马晓艳#

!屠国燕$

!

#@

浙江理工大学理学院#杭州
!#%%#F

&

$@

同济大学浙江学院#浙江 嘉兴
!#H%"#

"

!!

摘
!

要"建立了
U,J,+)

2

,+

模方程中
]*x<K;60

环函数
(

!

*

"与第二类完全椭圆积分
4

!

*

"及拟共形理论中的

VyM+1*

函数
J

!

*

"之间的关系#并通过研究
(

!

*

"与某些初等函数及特殊函数组合的单调性#获得了
(

!

*

"的几个不等

式#利用这些结果给出了
(

!

*

"

n-(

4

*

的上下界#从而改进了已知的此类估计#同时给出了
(

!

*

"形如
R,+L1+

恒等式的

不等式形式(所得结果有助于研究
U,J,+)

2

,+

模方程理论(

关键词"

],);;

超几何函数&

]*x<K;60

环函数&

U,J,+)

2

,+

模方程&不等式

中图分类号"

B#EH

!

文献标志码"

O

!

文章编号"

#&E!7!F"#

"

$%#&

#

%#7%#$D7%H

!

引用页码"

%#%F%#

'

!

引
!

言

对于实数
+

$

%

$

&

"

&

0

%

$

V

#

$

V

$

$5#$

1+)KK

超

几何函数定义为!

'

"

+

$

%

'

&

'

N

#

U

$

'

#

"

+

$

%

'

&

'

N

#

U

.

z

4

U

%

"

+

$

4

#"

%

$

4

#

"

&

$

4

#

N

4

4

;

$

N

4

"

V

#

$

#

#

"

#

#

其中!当
+

0

%

时$"

+

$

%

#

U

#

'而当
4

U

#

$

$

$5时$

"

+

$

4

#

U

+

"

+

W

#

#"

+

W

$

#"

+

W

!

#5"

+

W

4

V

#

#

U

8

"

+

W

4

#

8

"

+

#

"

$

#

8

"

N

#

U

G

z

%

C

N

V

#

3

V

C

#C

"

U1N

3

%

#为经典
8

函数%众

所周知$

1+)KK

超几何函数的性质与
8

函数&

-

函数及
S

函数的性质密切相关%其中$

-

"

N

#

U

8

[

"

N

#

8

"

N

#

$

S

"

N

$

H

#

U

8

"

N

#

8

"

H

#

8

"

N

W

H

#

$

U1N

3

%

$

U1

H

3

%

$

S

#

$

$

" #

#

$

U+

"

!

#

2

"

+

$

%

#

UV-

"

+

#

V-

"

%

#

V

$

)

$

2

#

$

$

" #

#

$

U

-(

4

#&

"

H

#

)

是
I)-1*7J,;601*(+3

常数%

超几何函数在几何函数论&数论等数学分支中

有着重要的作用$作为
],);;

超几何函数的特殊情

况$

R1

4

1+L*1

第一类&第二类完全椭圆积分为!

9U9

"

L

#

U

+

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

L

" #

$

$

9

[

U9

[

"

L

#

U9

"

#

V

L槡 $

#$

L

4

"

%

$

#

# "

"

#

"U"

"

L

#

U

+

$

' V

#

$

$

#

$

'

#

'

L

" #

$

$

"

[

U"

[

"

L

#

U"

"

#

V

L槡 $

#$

L

4

"

%

$

#

# "

&

#

9

"

L

#满足
R,+L1+

恒等式!

9

$槡L
#

W

" #

L

U

"

#

W

L

#

9

"

L

#$

9

#

V

L

#

W

" #

L

U

#

W

L

$

9

"

#

V

L槡 $

# "

E

#

用
S

$ 表示平面上单位圆盘$

*

"

L

#表示平面

]*x<K;60

极值环
S

$

C

(

%

$

L

)"

%

#

L

#

#

#的模(

#

)

$则!

*

"

L

#

U

+

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

#

V

L

" #

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

L

" #

$

U

+

$

9

[

"

L

#

9

"

L

#

"

F

#

函数
*

"

L

#在拟共形和拟正则理论中具有特殊重要

性(

#B$

)

$它在解析函数论和数论等数学分支也有不



少应用%

对任意的
L

4

"

%

$

#

#$符号差为
$

的
Q

"

3

#

#次

经典模方程(

!

)即为下面的方程!

9

[

"

K

#

9

"

K

#

U

Q

9

[

"

L

#

9

"

L

#

"

D

#

利用函数
*

"

L

#可将方程"

D

#及其解"称为奇异值#

K

依次表示为!

*

"

K

#

U

Q

*

"

L

#和
K

U

2

#

+

Q

"

L

# "

#%

#

其中
2

!

"

L

#

U

*

V

#

"

*

"

L

#+

!

#为
V1*;607a.-)

4

1*

偏差

函数(

#

)

$因此可借助于
*

"

L

#和
2

!

"

L

#的性质来研究

方程"

#%

#及其解
K

%

由
R,+L1+

恒等式"

E

#及定义"

F

#$可得到模函

数
*

"

L

#的恒等式"参见文献(

H

)中
"@$

节#!

!!!!

*

"

L

#

*

"

L[

#

U

+

$

H

$

!!!!

*

"

L

#

*

#

V

L

#

W

" #

L

U

+

$

$

$

!!!!

*

"

L

#

U

$

*

$槡L
#

W

" #

L

"

##

#

受这些恒等式的启发$本文通过研究拟共形映

照理论中平面
]*x<K;60

环
*

"

L

#与特殊函数及某些

初等函数的组合函数的单调性$获得了
*

"

L

#满足的

一些不等式$所得结果有助于进一步研究

U,J,+)

2

,+

模方程理论%

(

!

主要结果

在本文中$对于任意
L

4

"

%

$

#

#$记
L[

U

#

V

L槡 $

%

定理
!

!

,

#函数
'

"

L

#

U

(

O

"

L

#

W

-(

4

L

)+(

*

"

L

#

W

-(

4

L

)从"

%

$

#

#到"

%

$

#

#单调递减$其中
O

"

L

#

U

$

+

L

[$

9

"

L

#

9

[

"

L

#为
VyM+1*

界中出现的特殊函数%

M

#函数
1

"

L

#

U

(

-(

4

H

V

*

"

L

#

W

-(

4

L

(

)+

+

$

V"

"

L

)

#

从"

%

$

#

#到 $

+

$

H-(

4

$

+V

" #

$

单调递增$特别地$对于任意的
L

4

"

%

$

#

#$成立不等式!

H-(

4

$

+V

$

(

"

"

L

#

V

#

)

#

*

"

L

#

W

-(

4

L

#

$-(

4

$

V

$

+

+

$

V"

"

L

" #

#

"

#$

#

定理
"

!

令
9

U

#

V

-(

4

H

" #

+

$

$则有!

,

#函数
.

"

L

#

U

$

*

FL

"

#

W

L槡 #

#

W

!

" #

L

V

*

"

L

#从"

%

$

#

#到
-(

4

#

$

$

" #

%

单调递增$特别地$对于任意的
L

4

"

%

$

#

#$成立不等式!

!!

J,_

3

*

"

L

#

V

-(

4

$

$

9

*

"

L

#4

!!!!!

#

$

*

FL

"

#

W

L槡 #

#

W

!

" #

L

#

*

"

L

# "

#!

#

M

#函数
"

"

L

#

U

*

#

V

L

#

W

!

" #

L

V

$

*

"

L[

#从"

%

$

#

#到

"

%

$

-(

4

$

#单调递增$特别地$对于任意的
L

4

"

%

$

#

#$

成立不等式!

+

$

$

#

*

"

L

#

*

#

V

L

#

W

!

" #

L

#

J3+

+

$

$9

$

+

$

$

W

-(

4

$

*

"

L

3 4

#

"

#H

#

*

!

引
!

理

为了证明结论$需要用到下面几个公式及几个

引理"参见文献(

"

)中定理
H@#

"

#

#

V

"

"

#$式
D

和式

#@##

#%

L

9

"

L

#

LL

U

"

"

L

#

V

L

[$

9

"

L

#

LL

[$

$

L

"

"

L

#

LL

UV

9

"

L

#

V"

"

L

#

L

$

L

"

9

"

L

#

V"

"

L

##

LL

U

L

"

"

L

#

L

[$

$

L

"

"

L

#

V

L

[$

9

"

L

" #

#

LL

U

L

9

"

L

#$

L

*

"

L

#

LL

UV

+

$

HLL

[$

9

"

L

#

$

UV

#

LL

[$

'

#

$

$

#

$

'

#

$

L

" #

$

$

$

LO

"

L

#

LL

U

#

L

#

V

H

+

9

"

L

#

"

[

"

L

( )

#

$

"

"

L

#

9

[

"

L

#

V9

"

L

#

9

[

"

L

#

W9

"

L

#

"

[

"

L

#

U

+

$

@

引理
!

即为单调性洛比达法则"

N(+(<(+1

CuV{

X

3<,-u;U)-1

#$引自文献(

H

)中定理
#@$"

'引理
H

引自文献(

&

)中定理
$@H

和
$@"

"

H

#'引理
"

揭示了第

一类&第二类完全椭圆积分的分析性质%结果如下!

引理
#

!

设"

+

$

%

#

4

"

Vz

$

Wz

#$

D

$

6

!(

+

$

%

)

'

2

在
+

$

( )

%

上连续$在"

+

$

%

#内可微$且
6

[

"

N

#

0

%

%则当
D

[

"

N

#+

6

[

"

N

#在"

+

$

%

#上单调递增"递减#

时$函数

'

"

N

#

H

D

"

N

#

V

D

"

+

#

6

"

N

#

V

6

"

+

#

和
1

"

N

#

H

D

"

N

#

V

D

"

%

#

6

"

N

#

V

6

"

%

#

的单调性也是如此%如果函数
D

[

"

N

#+

6

[

"

N

#的单调

性是严格的$那么
'

和
1

的单调性也是严格的%

引理
$

!

当"

+

$

%

#

4

3"

+

$

%

#

+

$

%

3

%

$

+

W

%

"

#

$

+%

V

!

#&

"

+

W

%

#

"

%

4$

L

4

"

%

$

#

#时$成立不等式!

%

6

'

"

+

$

%

'

+

W

%

'

FL

"

#

W

L

#

"

#

W

!L

#

$

#

V

#

W

!槡 L'

"

+

$

%

'

+

W

%

'

L

$

#

6

-(

4

&H

V

2

"

+

$

%

#

S

"

+

$

%

#

"

#"

#

%!#

!!!!!!!!!!!!!!

浙
!

江
!

理
!

工
!

大
!

学
!

学
!

报
$%#&

年
!

第
!"

卷



%

6

#

W

!槡 L'

"

+

$

%

'

+

W

%

'

#

V

L

$

#

V

$'

"

+

$

%

'

+

W

%

'

#

V

L

#

W

!

" #

L

$

#

6

#

W

!槡 L

"

-(

4

&H

V

2

"

+

$

%

##

S

"

+

$

%

#

"

#&

#

引理
%

!

函数
D

"

L

#

U

(

9

"

L

#

V"

"

L

#)+(

+

$

HL

[$

9

$

"

L

#

V

#

)

从"

%

$

#

#到
%

$

+

" #

$

单调递减%

证明!令
D#

"

L

#

U9

"

L

#

V"

"

L

#及
D$

"

L

#

U

+

$

HL

[$

9

$

"

L

#

V

#

$则
D#

"

%

#

U

D$

"

%

#

U

%

$

D

"

L

#

U

D#

"

L

#+

D$

"

L

#$且

D#

[

"

L

#

D$

[

"

L

#

U

$

+

$

,

"

"

L

#

,

L

[$

9

$

"

L

#

,

L

$

9

"

L

#

9

"

L

#

V"

"

L

#

"

#E

#

因此$由引理
!

&式"

&

#以及文献(

"

)中引理

"@H

"

#

#$即可得到
D

的单调性%另外$利用
CuV{

X

3<,-

法则可以得到
D

"

%

W

#

U

+

$

以及
D

"

#

V

#

U

%

%

+

!

定理的证明

定理
#

的证明%

,

#

'

"

%

W

#

U

#

显然成立$令
'

#

"

L

#

U

O

"

L

#

W

-(

4

L

$

'

$

"

L

#

U

*

"

L

#

W

-(

4

L

$则
'

#

"

%

#

U

'

$

"

%

#

U

%

$

'

"

L

#

U

'

#

"

L

#

'

$

"

L

#

$且

'

#

[

"

L

#

'

$

[

"

L

#

U

$

V

+

H

9

"

L

#

"

[

"

L

#

#

V

+

$

HL

[$

9

$

"

L

#

U

$

V

H

+

+

$

V"

"

L

#

9

[

"

L

#

W9

"

L

#

9

[

"

L

( )

#

#

V

+

$

HL

[$

9

$

"

L

#

U

H

+

9

[

"

L

#(

9

"

L

#

V"

"

L

#)

+

$

HL

[$

9

$

"

L

#

V

#

U

H

+

9

[

"

L

#

,

D

"

L

#

"

#F

#

由引理
!

及引理
"

知$函数
'

单调递减%根据

CuV{

X

3<,-

法则$极限
'

"

#

V

#

U

%

可以得到%

M

#

1

#

"

#

V

#

U

H-(

4

$

+(

+V

$

)显然成立$令
1

#

"

L

#

U

-(

4

H

V

(

*

"

L

#

W

-(

4

L

)$

1

$

"

L

#

U

+

$

V"

"

L

#$则
1

#

"

%

#

U

1

$

"

%

#

U

%

$

1

"

L

#

U

1

#

"

L

#+

1

$

"

L

#$

1[

#

"

L

#

1[

$

"

L

#

U

+

$

HL

[$

9

$

"

L

#

V

#

9

"

L

#

V"

"

L

#

U

#

D

"

L

#

"

#D

#

由引理
!

及引理
"

$函数
1

单调递增%根据

CuV{

X

3<,-

法则$可得极限值
1

"

%

W

#

U

$

+

+

%

定理
$

的证明%

,

#令
N

U

FL

"

#

W

L槡 #+"

#

W

!L

#$则
N[

U

"

#

V

L

#+"

#

W

!L

#$以及LN
LL

U

N[

"

#

W

!N[

#

$

HN

$利用文献(

"

)

定理
"@"

"

$

#$

-3J

L

'

%

W

.

"

L

#

U

-3J

L

'

%

W

3

$

*

"

N

#

W

$-(

4

N

V

(

*

"

L

#

W

-(

4

L

)

W

-(

4

L

V

$-(

4

N

4

U

-(

4

#

$

"

$%

#

由于
*

"

#

V

#

U

%

$则明显有
-3J

L

'

#

V

.

"

L

#

U

%

%求导得

.[

"

L

#

UV

$

#

NN[

$

'

"

#

$

$

#

$

'

#

'

N

$

#

$

,

N[

"

#

W

!N[

#

$

HN

W

#

LL[

$

'

"

#

$

$

#

$

'

#

'

L

$

#

$

U

'

"

#

$

$

#

$

'

#

'

N

$

#

$

V

"

#

W

!L

#

'

#

$

$

#

$

'

#

'

L

" #

$

$

LL[

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

L

" #

$

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

N

" #

$

$

"

$#

#

故在引理
H

式"

#"

#中取
+

U

%

U

#

+

$

便可得到

.[

"

L

#

"

%

$即得函数
.

的单调性%由
-3J

L

'

%

W

.

"

L

#

#

.

"

L

#

#

-3J

L

'

#

V

.

"

L

#及

$

*

"

FL

"

#

W

L槡 #

#

W

!L

#

*

"

L

#

U

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

"

#

V

L

#

$

"

#

W

!L

#

" #

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

FL

"

#

W

L

#

"

#

W

!L

#

" #

$

@

'

"

#

$

$

#

$

'

#

'

L

$

#

'

"

#

$

$

#

$

'

#

'

#

V

L

$

#

"

#

W

!槡 L'

#

$

$

#

$

'

#

'

L

" #

$

'

#

$

$

#

$

'

#

'

#

V

L

" #

$

@

'

#

$

$

#

$

'

#

'

#

V

L

" #

$

V

-(

4

H

+

'

#

$

$

#

$

'

#

'

FL

"

#

W

L

#

"

#

W

!L

#

" #

$

"

#

V

-(

4

H

+

'

#

$

$

#

$

'

#

'

FL

"

#

W

L

#

"

#

W

!L

#

" #

)

*

+

,

$

@

#

V

-(

4

H

+

'

#

$

$

#

$

'

#

'

#

V

L

" #

)

*

+

,

$

"

(

#

V

-(

4

H

+

)

$

"

$$

#

便可以得到不等式"

#!

#%

M

#令
C

U

"

#

V

L

#+"

#

W

!L

#$ 则
C[

U

FL

"

#

W

L槡 #+"

#

W

!L

#$

L[

U

FC

"

#

W

C槡 #+"

#

W

!C

#$且

"

"

L

#

UV

.

"

C

#%因此根据本文第
#

节的结论可得函

数
"

的单调性以及函数
"

的端点值%又因为

#!#

第
#

期 马晓艳等!

]*x<K;60

环函数的几个不等式



*

"

L

#

*

#

V

L

#

W

!

" #

L

U

+

$

H

*

"

C

#

*

FC

"

#

W

C槡 #

#

W

!

" #

C

6

+

$

$9

"

$!

#

且根据恒等式"

##

#及函数
"

的范围可以得到+

$

$

#

*

"

L

#

*

"

#

V

L

#

W

!L

#

#

+

$

$

W

-(

4

$

*

"

L

#$故不等式"

#H

#得

证%

,

!

结
!

论

本文通过研究
]*x<K;60

环函数
*

"

L

#与第二类

完全椭圆积分
"

"

L

#及拟共形理论中的
VyM+1*

函数

O

"

L

#组合的单调性质$获得了数论中
U,J,+)

2

,+

经

典模方程中超几何函数比的一些不等式$改进了已

有的结果$同时通过研究
]*x<K;60

环函数
*

"

L

#的分

析性质$获得了
*

"

L

#形如
R,+L1+

恒等式的不等式

形式$这些结果可用于
U,J,+)

2

,+

经典模方程的进

一步研究%

参考文献"

(

#

)

SC9 5R

$

?9BUC>I> N@V,+LM((e(.P(J

X

-1_

O+,-

=

;3;

!

5

X

163,- T)+6<3(+3+ ]1(J1<*36 T)+6<3(+

801(*

=

(

N

)

@I-;1:31*̂ ?

$

$%%"

!

&$#7&"D@

(

$

)

O>AIU5B>]A

$

?ONO>ON9U8Vb N @̀U(<,<3(+

(.

X

-,+1

o

),;36(+.(*J,-J,

XX

3+

4

;

(

'

)

@8{0(e)N,<0'

$

#DE#

$

$!

"

$

#!

&%"7&$%@

(

!

)
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