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要!建立了高阶变性巴斯噶蜗线齿轮及其共轭非圆齿轮的节曲线方程#采用数值计算方法计算巴斯噶蜗线

齿轮传动的中心距#推导了变性高阶巴斯噶蜗线非圆齿轮副凹凸性判别模型#分析了高阶变性巴斯噶蜗线齿轮的重

合度影响因素&利用
@+;,+L

编写了可视化的人机交互巴斯噶蜗线非圆齿轮仿真设计软件#可根据用户的输入条件

计算其传动比%凹凸性%中心距#给出节曲线并进行运动模拟&

关键词!非圆齿轮$巴斯噶蜗线$高阶齿轮$变性齿轮$中心距$重合度

中图分类号!

7X$!"?A"A
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文献标志码!

N

(

!

引
!

言

常见的非圆齿轮有偏心圆齿轮)椭圆齿轮和巴

斯噶蜗线非圆齿轮等&可以实现周期性非匀速传动'

非圆齿轮机构)凸轮机构和连杆机构都能够实现非

匀速传动&但是非圆齿轮具有传动效率高)运动平

稳)工作可靠等优点&已经在许多领域得到广泛的应

用*

$6"

+

'陈明等*

!

+应用两对偏心圆
6

非圆齿轮作为驱

动部分&设计了四叶片差速泵,赵匀等*

A

+在插秧机分

插机构设计上应用了巴斯噶蜗线齿轮'

在相关的巴斯噶蜗线齿轮及其共轭的非圆齿轮

的研究中&文献*

%6D

+给出了节曲线的方程和中心

距)节曲线长度)基础圆半径和压力角的计算方法&

并且由节曲线方程推导出齿形方程&任廷志等*

$#

+还

进一步推导了高阶巴斯噶蜗线齿轮表达式及其中心

距的近似公式&但是这些研究都仅局限于传动比对

称周期性变化的情况'为此&本文提出了一种高阶

变性巴斯噶蜗线齿轮&可以满足周期内传动比非对

称的非匀速传动要求&并对其中心距计算)凹凸性判

别)重合度影响因素等问题进行研究&以进一步拓展

非圆齿轮的研究和应用领域'

!

!

巴斯噶蜗线非圆齿轮的节曲线和中心距

的方程

!!

为分析方便&将涉及到的相关参数列于表
$

'

表
!

!

相关参数说明

符号 意义 符号 意义

L

发生圆直径-
HH /

展长-
HH

#

$

主动轮
$

的角位移-$
c

%

#

"

主动轮
"

的角位移-$
c

%

P

$

主动轮
$

的极径-
HH P

"

主动轮
"

的极径-
HH

9

齿轮中心距-
HH

6

$

主动轮
$

的阶数

6

"

从动轮
"

的阶数
E

$$

变性系数

E

$"

变性系数
&$

主动轮
$

的角速度-$
)+K

-

:

%

&"

从动轮
"

的角速度-

$

)+K

-

:

%

,

$"

主动轮
$

和主动轮
"

的

传动比

!!

一般情况的巴斯噶蜗线齿轮及与其共轭非圆齿

轮的节曲线$一阶不变性%如图
$

所示'主动轮
$

为

巴斯噶蜗线齿轮节曲线&从动轮
"

为与主动轮
$

共

轭的非圆齿轮节曲线'其中主动轮
$

的巴斯噶蜗线

齿轮节曲线方程为!

P

$

L̀5':

#

$

O/

$

$

%



图
$

!

巴斯噶蜗线齿轮及与其共轭非圆齿轮的节曲线

变性巴斯噶蜗线齿轮是由两段曲线组成&通过引

入变性将非圆齿轮传动比周期变化规律由关于
#

`

'

对

称变为非对称&其中第一段区间为
#

$

#

$

'

E

$$

,第二段

区间为'

E

$$

$

#

$

"

'

'

E

$$

)

E

$"

分别为两段的变性系数&

为了使两段曲线封闭&

E

$$

与
E

$"

应满足如下要求!

"

'

B

'

E

$$

`

'

E

$"

$

"

%

即!

E

$"

`

E

$$

"E

$$

B$

$

!

%

结合高阶巴斯噶蜗线共轭非圆齿轮节曲线生成

机理*

$#

+

&在每个周期内的转角变化
#

&

"

'

6

* +

$

按变性

系数分成非对称的两段&并使转角满足如下关系!

'

6

$

E

$$

O

'

6

$

E

$"

`

"

'

6

$

$

A

%

从而得到高阶变性巴斯噶蜗线齿轮&其主动轮
$

节

曲线方程为!

P

$$

L̀5':6

$

E

$$

#

$

O/#

$

#

$

$

'

6

$

E

$ %

$$

P

$"

L̀5':6

$

E

$"

"

'

6

$

B

#

$ %

* +

$

O/

'

6

$

E

$$

$

#

$

$

"

'

6

$ %

,

-

.

$

$

%

%

式中&

P

$$

)

P

$"

分别为第一和第二段变性极径'

根据非圆齿轮节曲线的封闭性条件得到如下关系式!

"

'

6

"

U

/

"

'

6

$

#

$

,

$"

K

#

$

U

/

'

6

$

E

$$

#

P

$$

9

V

P

$$

K

#

$

W

/

"

'

6

$

'

6

$

E

$$

P

$"

9

V

P

$"

K

#

$

$

C

%

由式$

C

%得到的中心距
9

和由式$

%

%得到的高阶

变性巴斯噶蜗线齿轮节曲线&得出从动轮
"

的节曲

线方程如下!

P

"

U

9

V

P

$

$

#

$

%

#

"

U

/

#

$

#

$

,

$"

K

#

,

-

.

$

$

M

%

'

!

中心距的数值计算方法

任廷志等*

M

+用留数定理推算出高阶巴斯噶蜗线共

轭非圆齿轮副的近似中心距计算公式&但留数定理不

能用于高阶变性巴斯噶蜗线齿轮副中心距的求解'本

文通过式$

C

%的封闭条件和中心距方程&提出一种采用

优化设计中的进退法来搜索中心距值所在的区间&然

后再用黄金分割法得到较精确的中心距的方法'具体

的实现方式是先用进退法来搜索一定的单峰区间&然

后再用黄金分割法进行计算得到中心距数值*

F.$#

+

'

使用进退法首先是给定中心距的初始值
&

#

"̀/

)

单位步长
J

和初始的区间*

&

$

&

&

"

+&即!

&

$

&̀

#

&

&

"

`

&

#

OJ

&同时构建函数!

B

$

&

%

U

"

'

6

"

V

/

'

6

$

E

$$

#

P

$$

9

V

P

$$

K

#

$

V

/

"

'

6

$

'

6

$

E

$$

P

$"

9

V

P

$"

K

#

$

$

F

%

然后计算
B

$

`B

$

&

$

%和
B

"

`B

$

&

"

%&如果
B

$

#

B

"

则执行前行搜索&反之&则执行后退搜索&得出单峰

区间*

&

$

&

&

"

+'黄金分割法要求插入点
&

!

)

&

A

的位

置相对于区间*

&

$

&

&

"

+两端点具有对称性&即在给定

区间*

&

$

&

&

"

+内取点
&

!

&̀

$

O#%!F"

$

&

"

B&

$

%)

&

A

`

&

$

O#%C$F

$

&

$

B&

"

%&如果
B

!

$

&

!

%

%

B

A

$

&

A

%&则令

&

$

&̀

!

'如果
B

!

$

&

!

%

#

B

A

$

&

A

%&则令
&

"

&̀

A

重新

开始搜索'具体搜索过程的程序框图如图
"

所示'

图
"

!

中心距计算流程

$

!

高阶变性巴斯噶蜗线非圆齿轮副凹凸性

判别模型的建立

!!

非圆齿轮的凹凸性影响着齿轮的强度)加工的
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方便性及其传动的平稳性&因此需要对其凹凸性进

行判别*

$$

+

'根据微分几何&曲线上各点曲率半径的

计算公式为*

$"

+

!

'

`

P

"

O

KP

K

$ %

#

$ %

"

!

"

P

"

O"

KP

K

$ %

#

"

BP

K

"

P

K

#

"

$

D

%

主动轮和从动轮曲率半径的计算公式如下!

'

$

`

9$O

K,

$

$O,

%

K

$ %

#

* +

"

!

"

$O,O

K

"

,

K

#

"

$

$#

%

'

"

`

9,$O

K,

$

$O,

%

K

$ %

#

* +

"

!

"

$O,B,

K

"

,

K

#

"

O

K,

K

$ %

#

"

$

$$

%

其中!

'

$

为主动轮曲率半径&

'

"

为从动轮曲率半径&

,

为传动比&

,`

P

"

P

$

&

K,

K

#

为传动比一阶导数&

K,

K

#

`B

9KP

$

P

"

$

K

#

&

K

"

,

K

#

"

为传动比二阶导数&

K

"

,

K

#

"

`

"9

P

!

$

KP

$

K

$ %

#

"

B

9

P

"

$

K

"

P

$

K

#

"

&

P

$

为主动非圆齿轮的极径'

将传动比计算公式及式$

$

%分别代入式$

$#

%及

式$

$$

%中&可以得到主动轮任意角位移时主动轮和

从动轮曲率半径的计算公式!

'

$

$

#

$

%

`

P

!

$

$

#

$

%

$O

$

P

"

$

$

#

$

%

KP

$

K

#

$ %

$

* +

"

!

"

P

"

$

$

#

$

%

O"

KP

$

K

#

$ %

$

"

BP

$

$

#

$

%

K

"

P

$

K

#

"

$

$

$"

%

'

"

$

#

$

%

9̀

*

9BP

$

$

#

$

%+

P

!

$

$

#

$

%

$O

$

P

"

$

$

#

$

%

KP

$

K

#

$ %

$

* +

"

!

"

2

-

9P

!

$

$

#

$

%

B9

"

KP

$

K

#

$ %

$

"

O9

"

P

$

$

#

$

%

K

"

P

$

K

#

"

$

O

"9P

$

$

#

$

%

KP

$

K

#

$ %

$

"

B9P

"

$

$

#

$

%

K

"

P

$

K

#

3

"

$

$

$!

%

对式$

%

%求一阶)二阶导数得!

KP

$$

K

#

$

`BL6

$

E

$$

:2*

$

6

$

E

$$

#

$

% $

$A

%

K

"

P

$$

K

#

"

$

`BL6

"

$

E

"

$$

5':

$

6

$

E

$$

#

$

% $

$%

%

$主动轮第
$

段极径求导'%

KP

$"

K

#

$

L̀6

$

E

$"

:2* 6

$

E

$"

"

'

6

$

B

#

$ %

* +

$ %

$

$

$C

%

K

"

P

$"

K

#

"

$

`BL6

"

$

E

"

$"

5': 6

$

E

$"

"

'

6

$

B

#

$ %

* +

$ %

$

$

$M

%

$主动轮第
"

段极径求导'%

式$

$A

%和式$

$%

%用于求解主动轮节曲线第
$

段

凹凸性&式$

$C

%和式$

$M

%用于求解主动轮节曲线第

"

段凹凸性'

若曲率半径
'

$

是正的&则节曲线在相应点处是外

凸的,反之&则节曲线在相应点处是内凹的'由式$

$"

%

可知&当曲率半径
'

$

分母
P

"

O"

KP

K

$ %

#

"

BP

K

"

P

K

#

"

%

#

&就可

以保证非圆齿轮
$

为外凸的'

当
#

$

#̀

或
#

$

`

'

6

$

E

$$

时&主动轮节曲线曲率半

径取得极值&即当$

$O6

"

$

E

"

$$

%

L

"

B

$

"O6

"

$

E

"

$$

%

L/O

/

"

%

#

时&主动轮第
$

段曲率
'

$

0

#

&该段节曲线无内

凹&令
(

`

L

/

&由此推得主动轮第
$

段节曲线上无内

凹的条件为!

*$

$B

$

6

"

$

E

"

$$

O$

%

(

%+$

$B

(

%

%

#

$

$F

%

即!

(#

$

6

"

$

E

"

$$

O$

$

$D

%

同理&可推导主动轮第
"

段节曲线上无内凹的

条件为!

(#

$

6

"

$

E

"

$$

O$

$

"#

%

所以主动轮节曲线上无内凹的条件为!

($

$

6

"

$

E

"

$$

O$

($

$

6

"

$

E

"

$"

,

-

.

O$

$

"$

%

由公式$

$!

%可知非圆从动齿轮
"

为外凸的条件!

9P

!

$

$

#

$

%

B9

"

KP

$

K

#

$ %

$

"

O9

"

P

$

$

#

$

%

K

"

P

$

K

#

"

$

O

"9P

$

$

#

$

%

KP

$

K

#

$ %

$

"

B9P

"

$

$

#

$

%

K

"

P

$

K

#

"

$

0

#

$

""

%

在
#

$

`

'

6

$

或
#

$

`

'

6

$

E

$$

时&从动轮节曲线曲率

半径取得极值&即当$

$O6

"

$

E

"

$$

%

L

"

OL

$

"/O6

"

$

E

"

$$

/B

96

"

$

E

"

$$

%

O/

"

%

#

时&从动轮第
$

段曲率
'

"

0

#

&该段

节曲线无内凹'令
"

`

9

/

&由此推得从动轮第
$

段

节曲线上无内凹的条件为!

$

$O6

"

$

E

"

$$

%

(

"

O

$

"O6

"

$

E

"

$$

%

(

B

"(

6

"

$

E

"

$$

O$

%

#

$

"!

%

由文献*

C

+中近似中心距计算可得!
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'同理&推出从动轮第
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的条件为!
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所以节曲线上无内凹的条件为!

$

6

"

$

E

"

$$

O$

%

(

"

O

$

"B6

$

6

"

E

"

$$

%

(

B

$

6

$

O6

"

%

6

"

$

E

"

$$

"6

"

(

!

O$

%

#

$

6

"

$

E

"

$"

O$

%

(

"

O

$

"B6

$

6

"

E

"

$"

%

(

B

$

6

$

O6

"

%

6

"

$

E

"

$"

"6

"

(

!

O$

%

,

-

.

#

$

"C

%

综上所得&由上式$
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%得
($

#%%

&当
(

#̀%"%

代

入式$

"C

%中&可以得到不凹的条件!
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巴斯噶蜗线非圆齿轮重合度影响因素研究

非圆齿轮啮合时的重合度是有效啮合长度与齿

轮基圆齿距之比*

$$

+

'设在某个瞬时&两节曲线相切

在
@

点&如图
!

所示&啮合线与节曲线交点
@

的切

线之间的夹角为
)

#

'设主动轮非圆齿轮的齿顶与

啮合线的交点为
2

&从动轮非圆齿轮的齿顶与啮合

线的交点为
Q

&令
@2 4̀

$

&

@Q 4̀

"

&则
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'
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重合度
(

为!

(

`

4

$

O4

"

'
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)

#

$

!#

%

其中!

J

)

$

为主动非圆齿轮的齿顶高系数&

J

)

"

为从动

非圆齿轮的齿顶高系数&

)

#

为齿条刀具的齿形角&

一般
)

#

"̀#c

'

图
!

!

非圆齿轮副啮合时的重合度计算

依照式$

"F

%.$

!#

%和
@+;,+L

软件程序&得出以

下不同因素对重合度影响的比较图形&如图
A

.图
M

'

本文中参数初始值为!

E !̀HH
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L̀ FHH
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$
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图
A

!

不同发生圆
L

的重合度

图
%

!

不同模数
E

的重合度

图
C

!

不同展长
/

的重合度

图
M

!

不同变性系数
E

$$

的重合度

从上可知!

+

%随着发生圆直径
L

的增大&模数的增大或者

是展长
/

的减小&最小重合度是越来越小的,

L

%当展长
/

远大于发生圆直径
L

&重合度曲线

趋向平稳&而且重合度最大,

5

%模数
E

的变化所引起的重合变化明显的大

于展长
/

和发生圆直径
L

,

K

%变性系数
E

$$

对于重合度的影响不是很大&

还能局部提高齿轮的重合度'

&

!

巴斯噶蜗线非圆齿轮分析设计软件及应用

%?$

!

巴斯噶蜗线非圆齿轮分析设计软件

本文以
g2*K'j:W

f

操作系统为系统平台&以

@+;,+L

为开发平台&利用
@+;,+L

图形用户界面设
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计和
@+;,+L

强大矩阵运算能力编写巴斯噶蜗线非

圆齿轮分析设计软件*

$$

+

&如图
F

'该软件的主要功

能有!

+

%根据
L

和
/

的输入参数来判断参数是否符

合要求&并进行凸凹性校验,

L

%计算中心距&生成主

从动齿轮的节曲线&并进行运动仿真,

5

%生成传动

比)加速度和速度的特性曲线&并输出最大和最传动

比,

K

%生成节曲线曲率中心轨迹图&输出最大和最小

曲率半径值)传动时最大和最小压力角'

图
F

!

高阶变性巴斯噶蜗线齿轮传动设计仿真软件

%?"

!

设计实例及图形仿真结果

例!发生圆直径
L`$#HH

&展长
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$$

分别取
$%"

和
"

时&齿轮啮合传动的

节曲线如图
D

所示'它们的中心距都为
9̀ $"$%FHH
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À%C$

'

分别可以满足式$

"$

%和式$

"M

%中的要求&所以图形无

内凹'此结果和图
D

$

+

%的通过软件计算显示的结果

一致'

当
E
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时&

(
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不满足图形式$

"$

%但满足式$

"M

%&所以主动轮出现

内凹'此结果也和图
D

$

L

%通过软件计算显示的结

果一致'

图
D

!

齿轮节曲线的凹凸性判断

由编写的软件获得以
E

$$

$̀%"

的高阶变性巴

斯噶蜗线齿轮的传动比和重合度变化情况&如图
$#

所示'

图
$#

!

高阶变性巴斯噶蜗线齿轮特性曲线

从图
$#

中的曲线中&可以清晰地看出当前参数

下的高阶变性巴斯噶蜗线齿轮的传动比和重合度变

化情况&方便巴斯噶蜗线齿轮设计'

"

!

结
!

论

+

%提出了高阶变性巴斯噶蜗线齿轮的新型非

圆齿轮传动形式&推导了高阶变性巴斯噶蜗线齿轮

及其共轭非圆齿轮的节曲线表达模型&并应用了数

值积分来求解中心距'

L

%建立了变性高阶巴斯噶蜗线非圆齿轮副凹

凸性判别模型&分析了蜗线齿轮的重合度影响因素'

5

%根据所推导的数学模型&编写了高阶变性巴

斯噶蜗线齿轮及其共轭齿轮辅助分析软件&可根据

用户的输入条件计算其传动比)凹凸性)中心距&给

出节曲线并进行运动模拟&用户可以根据软件输出

结果&判断所分析的高阶变性巴斯噶蜗线齿轮副是

否满足具体设计目标及传动要求'
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