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要!研究工件带有两道工序的单台机排序问题%在该问题中#工件的第一道工序先于第二道工序加工#并

且第二道工序的开工时间与第一道工序的完工时间至少间隔一定的延迟时间#目标是极小化所有工件的总完工时

间%文章考虑所有工件相同且两道工序的加工时间均为单位时间的情形%通过引入
O6

连续加工的概念和分析最优

解的性质#根据延迟时间的大小#分别设计了两个算法并证明了算法所得的排序为最优排序%

关键词!单台机&时间延迟&总完工时间&算法设计与分析&最优排序
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本文主要研究带延迟时间的单机排序问题%每

个工件
0

R

有两道工序
K

R

和
N

R

$第一道工序先于第

二道工序加工$第一道工序的完工时间
G

K

R

与第二道

工序的开工时间
E

N

R

之间至少存在
S

R

个单位时间延

迟$也就是说第二道工序至少等待
S

R

个单位时间才

能开工%此类问题在一些产品制造工艺流程&布匹

印染和服装订单的生产中有重要的应用背景%对于

带有延迟的排序问题$主要分为两类$一类是工件

0

R

前后两道工序的延迟时间恰好为
S

R

$本文称之为

精确延迟排序)另一类是两道工序间的延迟时间至

少为
S

R

$称之为至少延迟排序%

关于精确延迟的排序问题$

V)H+*

等'

"

(证明了

单台机的一些特殊情况是多项式可解的$并证明即

便所有工序的加工时间相同$该问题还是强
=a6

难

的%

O0(*

3

等'

#

(利用贪婪算法研究延迟非增的情形$

给出了问题
T#

[

H

S

R

$

K

R

F

K

$

N

R

F

N

$

K

(

N

[

&

J

R

的

最优排序$并对问题
T#
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R
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R
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K

$
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R

F

N

$

K

"

N

[

&

J

R

给出了一个
#-

近似算法%

K

3

009

等'

!

(分别研

究了单台机和两台流水作业机器问题的一些近似算

法%

K

3

009

等'

%

(给出了问题
"

p

0̂+5;S

R

$

K

R

F

N

R

F

"

[

J

H+̂

的一个
C

*

%-

近似算法$并证明界不可改进$同

时给出了问题
T#

p

0̂+5;S

R

$

K

R

F

N

R

F

"

[

J

H+̂

的一

个
!

*

#-

近似算法$

b(

等'

B

(证明了上述两个问题是强

&B-

难的%

J('

等'

A

(和
L,+:5'5W

等'

C

(研究了问题
T#

p

0̂+5;S

R

[

&

J

R

的计算复杂性并给出相应的启发式

算法%

关于至少延迟的排序问题$

X0)*

等'

E

(证明了以

极小化最大完工时间为目标的单台机排序在解不限

于排列排序的情况下是
=a6

难的%而对于两台流水

作业排序问题
T#

$

S

R

$

J

"

H+̂

#

$

\0,,qKH25'

'

F

(给出了该

问题的一个
#-

近似算法$并提出了一个禁忌搜索算

法%若两道工序的加工时间相同时$

\0,,qKH25'

等'

"$

(证明了问题
T#

$

S

R

$

K

R

RN

R

$

J

H+̂

是强
=a6

难的$

&'/*:'*

'

""

(和
N2;;0*

'

"#

(证明该问题存在最优排列

排序"

_

0)H(;+;2'*:5/0](,0

#%若两道工序加工时

间相同且延迟时间
S

R

/

.

$

$

S

0时$

b(

'

"!

(证明了问题

W#

$

S

R

/

.

$

$

S

0$

K

R

RN

R

$

J

H+̂

是强
=a6

难的%进一步$

即使两道工序的加工时间均为单位时间$

b(

'

B

(证明

了问题
T#

$

S

R

$

K

R

RN

R

R"

$

J

H+̂

也是强
=a-

难的%

对上述研究综述进行汇总后$如表
"

所示%
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带有至少"精确#延迟时间的单机和两台机流水作业排序

单台机 两台机流水作业

至
少
延
迟
排
序
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本文研究的问题属于至少延迟排序%由上述结

果可以看出$此类问题主要研究单台机和两台机的

流水作业问题$且均以极小化最大完工时间为目标%

然而$在很多实际问题中$最大完工时间只能体现局

部最优性$为了考虑全局的优劣$通常需要考虑总完

工时间这一目标函数%例如$在服装订单的问题上$

总的完工时间越小说明每个订单的平均等待时间越

小$从而体现了全局的最优性%

因此$本文考虑目标为极小化总完工时间的至

少延误问题$即
"

[

S

$

K

R

F

N

R

F

"

[

&

J

R

$其中
S

R

F

S

表示所有工件的延迟时间相同并且假定所有工序

的加工时间均为单位时间$即
K

R

F

N

R

F

"

%

J

R

表示工

件
0

R

的完工时间%

若延迟时间大于工序的加工时间$即
S

%

"

%不

妨假设
S R

Z

$这里
Z

为不超过
S

的最大整数$显然

第一道工序的后面可直接安排
Z

个其他工件的工序

而不影响该工件的完工$故只需考虑在此之后的延

迟时间段
S @

Z

是否需要考虑安排其他工件的工

序即可%注意到
S @

Z

"

"

$因此本文主要考虑延

迟时间小于工序加工时间的情形$即
$

*

S

"

"

%根

据
S

的大小分别对
S

/

$

$

'

#

"

!

和
S

/

"

!

$

'

#

"

给出了

最优排序%

!

!

预备结果

本节主要给出相关的定义以及一些初步的

结论%

定义
";"

!

将
O

个工件的第一道工序连续加

工$紧接着按照第一道工序的加工顺序连续加工这

O

个工件的第二道工序$我们称之为
O-

连续加工"如

图
"

所示#%

K

"

K

#

1

K

O

N

"

N

#

1

N

O

图
"

!

O@

连续加工

定义
";#

!

若同一个工件的两道工序之间不存

在其他工件的工序$称这种工件的加工方式为单独

加工%

引理
";"

!

最优排序中$只存在单独加工和
#-

连续加工这两种加工方式$即不存在
O

"

O

(

!

#

-

连续

加工%

证明!由图
"

可知$

S-

连续加工的各个工件的完

工时间是一个等差数列$不难得到第一个工件的完

工时间
J

"

ROe"

$第
O

个工件的完工时间!O
#

#

e

O

#

$

故所有的完工时间为

&

J

R

F

J

"

U

J

O

#

/

O

F

O

U

"

U

#O

#

/

O

F

!O

#

#

U

O

#

"

"

#

若存在
O

"

O

(

!

#

-

连续加工$可以将这些工件按照
#-

连续加工或者单独加工得到更好的排序$从而得出

结论%下面分别根据
O

的奇偶性对这
O

个工件进行

重新排序%

若
O

为偶数$即必有
O

(

%

$则将这些工件进行

#-

连续加工$即有O

#

个
#-

连续%不难得出这
O

个工

件的完工时间如下!第一个工件与第二个工件的总

完工时间为
!e%RC

)第三个工件与第四个工件的

总完工时间为
CeER"B

)第
O@"

个工件与第
O

个

工件的总完工时间为
%O@"

%由等差数列的求和可

知$这
O

个工件通过
#-

连续加工的总完工时间为

%E
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U
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V
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#
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O

#

F

O

#

U

!O

#

"

#

#

由
O

(

%

可得

"

"

#

@

"

#

#

R

!O

#

#

e

O

#

@ O

#

e

!O

" #

#

R

O

#

#

@O

%

$

当
O

为奇数时$则将
O-"

个工件分批进行
#-

连续加

工$由"

#

#式知$这
O-"

个工件
#-

连续加工的总完工

时间为"

O@"

#

#

e

!

"

O@"

#

#

%而第
O

个工件单独加

工$完工时间为
#

"

O@"

#

e#eS

%所以$这
O

个工件

的总完工时间为

&

J

R

F

"

O

V

"

#

#

U

!

"

O

V

"

#

#

U

#

"

O

V

"

#

U

#

U

S

F

O

#

U

!O

#

V

"

#

U

S

$"

$

*

S

"

"

# "

!

#

由
O

(

!

和
$

*

S

"

"

可得

"

"

#

@

"

!

#

R

!O

#

#

e

O

#

@ O

#

e

!O

#

@

"

#

e

" #

S R

O

#

#

@Oe

"

#

@S

%

$

因此$最优排序中只存在
#-

连续加工和单独加

工这两种方式%

引理
";#

!

如果最优排序中存在单独加工的工

件$则该工件必在连续加工的工件之后进行加工%

证明!假设在
3

时刻有一个工件单独加工$后

面存在连续加工的工件$不妨设有
.

"

.

为偶数#个

工件$由引理
";"

可知$这些工件都是
#-

连续加工%

由"

#

#式可知$这
.e"

个工件的总完工时间为

3e#eSe.

#

e

!.

#

e.

"

3e#eS

#

R

"

.e"

#

3e#.e#eSe.Se.

#

e

!.

#

"

%

#

而将这个工件放在
.

个工件之后加工的总完

工时间为

.

#

e

!.

#

e.3e

"

3e#.e#eS

#

R

"

.eS

#

3e#.e#eSe.

#

e

!.

#

"

B

#

比较这两个总完工时间可知$"

%

#

@

"

B

#

R.S

%

$

%

因此$在最优排序中$若有
#-

连续加工的工件$

必在零时刻开始加工所有的
#-

连续工件$然后再加

工那些单独加工的工件%

'

!

最优算法

本节将给出问题
"

[

S

$

K

R

F

N

R

F

"

[

&

J

R

的最

优算法$对
S

/

$

$

'

#

"

!

和
S

/

"

!

$

'

#

"

两种情形分别

进行考虑%下面先给出
S

/

$

$

'

#

"

!

情形的最优排序%

算法
""

!

"

"

#若
$

"

O

*

Se"

#S

时$所有工件单独

加工)

"

#

#若存在正整数
/

使得Se"

#S

e#

"

/@"

#

"

O

*

Se"

#S

e#/

时$则将前
#/

个工件分别进行
#-

连续加

工$其余工件单独加工%

定理
#;"

!

算法
""

是问题
"

[

S

/

$

$

'

#

"

!

$

K

R

F

N

R

F

"

[

&

J

R

的最优算法%

证明!先考虑第一种情况$即
$

"

O

*

Se"

#S

%反

证法$若此时存在工件是
#-

连续加工的$由引理
";#

可知连续加工的都在前面$不妨假设最后进行
#-

连

续加工的两个工件
0

/

和
0

R

在
3

时刻开工$设在此

之后单独加工的工件数为
E

%现将
0

/

和
0

R

与后面
E

个工件一样进行单独加工$考虑前后两种排序的

变化%

0

/

和
0

R

两个工件的完工时间减少了"

!e%

#

@

"

#eSe%e#S

#

R"@!S

$而后
E

个工件的总完工时间

的增加了
#SE

%由于
E

*

O@#

*

Se"

#S

@#

$不难得到

"@!S

(

#SE

$即
0

/

和
0

R

完工时间的减少量不小于后

面
E

个工件的总完工时间的增加量%

因此$当工件的个数
O

*

Se"

#S

时$所有工件单独

加工为最优排序%

下面考虑第二种情况$若存在正整数
/

使得

Se"

#S

e#

"

/@"

#

"

O

*

Se"

#S

e#/

即

#OS@S@"

%S

*

/

"

#OSe!S@"

%S

"

A

#

由引理
";#

可知$最优排序将
#-

连续工件先加

工$再加工单独工件%设前
#

R

个工件两个一组进行

#-

连续加工$其余单独加工%此时总完工时间为

&
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F
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#
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#

类似可以计算得到算法的目标函数值为
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因此$当
R

R/

时$目标函数值最小$即算法所得

是最优排序%

下面给出
S

/

"

!

$

'

#

"

时的最优排序算法%

算法
"#

!

"

"

#若工件个数为偶数则将所有工

件进行
#-

连续加工)

"

#

#若工件个数为奇数$则将前
+@"

个工件进

行
#-

连续加工$最后一个工件单独加工%

定理
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算法
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的最优算法%

证明!由引理
";"

和
";#

知$最优排序中只存在

#-

连续加工和单独加工$且单独加工的工件都在连

续加工之后加工%结合笔者的算法$只需证明最优

排序不可能存在两个或者两个以上单独加工的

工件%

不妨假设在
3

时刻有两个相邻的工件单独加

工$现将这两个工件放在一起加工$比较这两个工件

在前后两种排序中的总完工时间%若单独加工$不

难得到这两个工件的总完工时间为

3e#eSe3e%e#SR#3e!SeA

%

而将这两个工件放在一起进行
#-

连续加工$总

完工时间为
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比较这两个总完工时间知"
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因此$算法
"#

得到的排序为最优排序%
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结束语

本文研究了带有至少
S

"

$

*

S

"

"

#个单位时间延

迟的单位工件单机排序问题$目标是极小化总完工

时间%分别针对
S

/

$

$

'

#

"

!

$

S

/

"

!

$

'

#

"

两种情形给

出了相应的最优算法%对于该类问题的进一步研

究$可以考虑工件的加工时间更为一般的情况$包括

两道工序加工时间不同的情形$以及工件的延迟时

间不同的情形下的近似算法设计及分析%
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