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摘
!

要!文章研究了牛顿图与拟齐次多项式的一些基本性质!并在此基础上给出了拟齐次多项式系统单值奇点

是中心还是焦点的充要条件!最后的例子表明它本质上推广了有关文献中的相应结果&

关键词!牛顿图#拟齐次多项式系统#中心问题

中图分类号!

Q#BA=#D

!!!

文献标志码!

M

(

!

引
!

言

在平面解析微分系统

!

2

"

#

"

!

$ "

#

$

的定性理论研究中#确定在系统的某个孤立奇点邻

域内的拓扑性态是主要的未解决问题之一(

#

)

#并且

与
S1+K/(:

第十六问题的解决#特别地与研究微分系

统的分支问题有密切的联系(

$

)

&如果奇点的线性部

分的系数矩阵不恒等于零#奇点的分类问题基本上

已经得到解决(

!+D

)

&关于奇点的线性部分的系数矩

阵恒等于零"这样的奇点通常称为退化奇点$#则奇

点的分类问题远未解决(

#

#

A

)

&目前国内外文献中研

究这类问题的有效方法之一是采用齐次
K+&f5'

d

技

巧(

D

)

#即先对式"

#

$中的
#

"

!

$进行齐次分解#然后

作一系列的齐次
K+&f5'

d

变量变换以便最终把奇点

打开成为初等奇点再进行分类&文献(

L

)证明了任

何平面解析系统的孤立奇点总可以经过有限次齐次

K+&f5'

d

把退化奇点打开成为初等奇点&然而#当系

统的奇点的次数"即
#

"

!

$中最低次齐次单项式的次

数$比较高时#需要经过多次齐次
K+&f5'

d

#计算十

分复杂&为了克服这一不足之处#文献(

#

#

B+@

)利用

牛顿图#对
#

"

!

$进行拟齐次分解#然后做拟齐次

K+&f5'

d

变量变换以便把奇点打开成为初等奇点#

并且把这种方法应用于一些特殊的平面解析微分

系统&

笔者主要是深入研究牛顿图及拟齐次多项式的

一些性质#并把文献(

F

)中区分齐次系统的中心问

题"区分一个单值奇点是中心还是焦点的问题称为

中心问题$条件推广到拟齐次多项式系统情形#最

后应用到具体例子加以验证&

!

!

牛顿图及其性质

考虑如下一般形式的平面解析微分系统
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系统"

$

$所对应的向量场通常记为(

B

)
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定义
!@!

(

#

)

!

系统"

$

$#也是向量场"

!

$的支撑

集 是集合

"

*

#

,

$

V

M

"

1

*

,

#

D

*

,

$

V

?

"

"

#

"

$

V 且
*

#

,

$

3 4

$

#

其中
$

表示自然数集合3

"

#

#

#

$

#04# 中的点称为支

撑点#向量"

1

*

,

#

D

*

,

$

V称为点"

*

#

,

$

V

$

的系数向量&

定义
!@"

(

#

)

!

考虑集合
=

"

*

#

,

$

V

$

"

*

#

,

$

V

L

%

$

" $

L

#



其中
%

$

L

为第一象限#这个集合凸包的边界由两条射

线和一条折线组成"这条折线可以退化为一个点$&

折线连同不在坐标轴上的射线"如果它们存在的话$

叫做系统"

$

$#也是向量场"

!

$的牛顿图&牛顿图中的

射线或折线上的线段叫做牛顿图的边"折线上的线段

也称为有界边$#它们的端点叫做牛顿图的顶点&显

然#牛顿图中的顶点必是 中的点#反之不然&

定义
!@#

(

#

)

!

如果牛顿图的顶点不位于坐标轴

上#则称其为内顶点#否则称其为外顶点&

定义
!@$

(

#

)

!

设"

1

*

,

#

D

*

,

$

V为牛顿图的顶点
Z

J

"

*

#

,

$

V 系数向量#则
Z

的指数
!

Y

定义为

!

Y

J

D

*

,

1

*

,

#

当
1

*

, ?

"

%

o

# 当
1

*

,

J

"

.

/

0

@

定义
!@%

(

#

)牛顿图的有界边
3

的指数
!

3

定义为

边
3

与纵坐标所夹锐角的正切值&根据端点坐标是

自然数这一特点#

!

3

是一正有理数?$

?

#

#数对
&

J

"

?

#

#

?

$

$

V称为边
3

的类型&如果牛顿图包含一条无界的水

平边#则它的指数定义为
o

#其类型是"

"

#

#

$

V

&如果

牛顿图包含一条无界的垂直边#则它的指数定义为

"

#其类型为"

#

#

"

$

V

&图
#

和图
$

分别给出了有两条

有界边和两条无界边的牛顿图的例子&

图
#

!

有两条有界边的牛

顿图的例子

图
$

!

有两条无界边的牛

顿图的例子

附注
!@!

!

上面关于向量场的支撑集'牛顿图'牛

顿图的边及边指数等概念对一个解析函数仍有意义&

定义
!@&

(

A

)

!

平面向量场的一个奇点称为初等

的#如果该向量场的线性部分的矩阵在该点至少有

一个非零的特征值&

下面给出牛顿图的一些性质#其中有些在文献

(

A

)中给出#但没有给出证明&为方便起见#把向量

场"

!

$改写成如下形式

0

"

B

#

A

$

A

A

A

B

L

>

"

B

#

A

$

B

A

A

A

# "

D

$

其中

0

"

B

#

A

$

J

A

P

"

B

#

A

$

J

%

*

-

"

#

,

-

#

1

*

,

B

*

A

,

#

>

"

B

#

A

$

J

B:

"

B

#

A

$
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*

-

#

#

,

-

"

D

*

,

B

*

A

,

#

从而
0

和
>

分别可以被
A

和
B

整除#此时"

$

$的另一

种形式为

A

B

2

J

0

"

B

#

A

$

B

`

A

J

>

"

B

#

A

$
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性质
!@!

!

向量场"

D

$的支撑集 中位于
*

轴

上的点具有形如"

"

#

D

$

V 的系数向量#位于
,

轴上的

点具有形如"

1

#

"

$

V 的系数向量&

证明
!

设位于
*

轴上的点
Z

=

的坐标为"

=

#

"

$

V

#且点
Z

=

系数向量为"

1

#

D

$

V

#则
0

"

B

#

A

$中必有

项
1B

=

&由
A

M

0

"

B

#

A

$知必有
A

M

1B

=

#又
A

M

*

B

=

#故必

有
1

J

"

#从而点
Z

=

有形如"

"

#

D

$

V的系数向量&同理

可证位于
,

轴上的点具有形如"

1

#

"

$

V的系数向量&

性质
!@"

!

向量场"

D

$可以被
A

"或
B

$整除#当

且仅当下列两个条件之一成立!

*

$牛顿图到轴
,

J

"

"或
*

J

"

$的距离大于
#

%

K

$牛顿图到轴
,

J

"

"或
*

J

"

$的距离等于
#

#

且支撑集中位于直线
,

J

#

"或
*

J

#

$的任何点的系

数向量的第一个分量为
"

&

证明
!

仅证明括号外部分#括号内部分同理可

证&向量场"

D

$可以被
A

整除#当且仅当
A

M

%

1

*

,

B

*

A

,

K

#

#且
A

M

%

D

*

,

B

*

K

#

A

,

&注意到牛顿图到轴

,

J

"

的距离即为
A

的次数#所以
A

M

%

1

*

,

B

*

A

,

K

#当

且仅当以下条件之一成立!

*

$

A

M

A

,

K

#

#故
,

K

#

-

#

#即
,

-

$

%

K

$如果
,

J

#

#则必有
1

*

,

J

"

&

所以#向量场"

D

$可以被
A

整除#当且仅当

*

$

,

-

$

%

K

$如果
,

J

#

#则必有
1

*

,

J

"

&

性质
!@#

!

设原点是向量场"

D

$的孤立奇点#则

它的牛顿图中没有顶点在
*

轴"或
,

轴$上当且仅当

A

J

"

"或
B

J

"

$是该向量场的轨线&

证明
!

仅证明括号外部分#括号内部分同理

可证&

充分性!设
A

J

"

是向量场的相曲线#则
A

M

A

2

J

>

"

B

#

A

$

B

#即
B

A

M

>

"

B

#

A

$&倘若有顶点位于
*

轴#则必

有形如
1B

=的项位于
>

"

B

#

A

$或
0

"

B

#

A

$中#其中
1

?

"

且
=

-

#

&注意到这样的项不可能位于
0

"

B

#

A

$

中#否则由
A

M

0

"

B

#

A

$知
A

M

1B

=

#矛盾%从而
A

M

1B

=

K

#

#这也矛盾&故向量场的牛顿图没有顶点

在
*

轴&

必要性!因为牛顿图中没有顶点在
*

轴#所以在

0

"

B

#

A

$与
>

"

B

#

A

$中没有形如
1B

=的项#其中
1

?

"

且
=

-

#

#从而
>

"

B

#

A

$的各项中必有
A

因子#故
A

$"#
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J

"

是该向量场的轨线&

推论
!@!

!

向量场"

D

$的原点是单值的#那么向

量场"

D

$的牛顿图必有两个外顶点&

证明
!

如果向量场"

D

$的原点是单值的#

A

J

"

"或
B

J

"

$必不是该向量场的轨线#由性质
#@!

可

知向量场"

D

$的牛顿图必有两个顶点分别位于
*

轴'

,

轴#即向量场"

D

$的牛顿图必有两个外顶点&

性质
!@$

!

向量场"

D

$的牛顿图包含顶点"

"

#

#

$

或"

#

#

"

$之一#当且仅当原点不是向量场的奇点&

证明
!

必要性!设向量场包含顶点"

"

#

#

$#则在

0

"

B

#

A

$与
>

"

B

#

A

$中必有形如
1

A

的项#其中
1

?

"

&

因为
B

M

>

"

B

#

A

$#所以
>

"

B

#

A

$中不含这样的项#从

而
A

B

2

J

1

A

L

0#且
1

?

"

#即0

"

B

#

A

$

A

中有非零常数

项
1

#所以原点不是向量场的奇点&同理可证若向量

场包含"

#

#

"

$#则原点也不是向量场的奇点&

充分性!设原点不是向量场的奇点#则在原点
B

2

?

"

与
A

2

?

"

至少有一个成立&若在原点
B

2

?

"

#从
B

2

J

%

1

*

,

B

*

A

,

K

#可以看出必有
*

J

"

#

,

K

#

J

"

#且
1

"#

?

"

#即牛顿图包含顶点"

"

#

#

$&同理可证若在原点
A

2

?

"

#牛顿图包含顶点"

#

#

"

$&

性质
!@%

!

设原点是向量场"

D

$的孤立奇点#如

果牛顿图中有顶点"

#

#

#

$#且与其对应的系数向量为

"

1

#

D

$#那么原点是向量场的初等奇点#且向量场的

特征值为
1

#

D

&

证明
!

依假设有

!

A

B

2

J

1B

A

L

H

A

$

L

0#

B

A

2

J

9B

$

L

DB

A

L

.

/

0

0#

即
B

2

J

1B

L

H

A

L

0#

A

2

J

9B

L

D

A

L

0

.

/

0

@

若
H

#

9

都不为零#即
H9

?

"

#则由

A

B

2

J

1B

A

L

H

A

$

L

0#

B

A

2

J

9B

$

L

DB

A

L

.

/

0

0

可知在牛顿图上同时有
B

$

#

A

$

#

B

A

对应的点位于同一

条边上#这样就与"

#

#

#

$为顶点的定义矛盾"此时"

#

#

#

$不是端点$&故
H

#

9

至少有一个为零#不妨设
9

J

"

#

由向量场在原点的线性矩阵为
1 H

"

" $

D

#又"

1

#

D

$

?

"

"

#

"

$#可知原点是向量场的初等奇点#且特征值为
1

#

D

&

附注
!@"

!

性质
#@A

的逆命题一般是不对的&

例如#考虑下面的系统

A

B

2

J

B

A

L

$

A

$

L

0#

B

A

2

J

$B

$

L

B

A

L

.

/

0

0#

显然"

#

#

#

$#"

"

#

$

$#"

$

#

"

$

$

#从而"

#

#

#

$不是牛顿

图中的顶点#但原点是该系统的初等奇点&

'

!

拟齐次多项式及其分解

定义
"@!

(

#

)

!

设
&

J

"

?

#

#

?

$

$

V

?

"

"

#

"

$

V

#其中

?

#

#

?

$

为没有公因子的非负整数#一个二元函数
I

"

B

#

A

$称为
&

型
N

次的拟齐次函数#如果

I

"

'

?

#

B

#

'

?

$

A

$

J'

N

I

"

B

#

A

$#

并且也把
I

"

B

#

A

$称为关于变量
B

与
A

分别具有权

重为
?

#

与
?

$

的
N

次的拟齐次函数&

把
&

型
N

次的拟齐次多项式构成的线性空间记

作 &

N

&另外#如果
&

J

"

#

#

#

$

V

#这时拟齐次多项式即

为我们所熟悉的齐次多项式&

定义
"@"

(

#

)

!

向量场
#

&

N

J

"

P

#

:

$

V称为是
&

型

N

次的拟齐次向量场#如果

P

$

&

N

L

?

#

且
:

$

&

N

L

?

$

@

把
&

型
N

次的拟齐次向量场构成的线性空间记作

:

&

,

&

下面的平面解析系统的拟齐次分解性质#是平

面解析系统的齐次分解的推广&

性质
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