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要

:

探讨一些由广义

A

g

ard

偏差函数

η

K

(

a

,

x

)

定义的函数的单调性及凹凸性

,

并由此获得了关于

η

K

(

a

,

x

),

λ

(

a

,

K

)

的一些不等式

。

关键词

:

η

K

(

a

,

x

);

λ

(

a

,

K

);

单调性

;

不等式

;

凹凸性

中图分类号

:

O174

   

文献标识码

:

A

0

 

引

 

言

本文当

r

∈

[

0

,

1

]

时

,

r'= 1—r√ 2

。

当

r

∈

[

0

,

1

],

x

,

K

∈

(

0

,

∞

),

广义

A

g

ard

偏差函数定义为

       

η

K

(

a

,

x

)

=

s

( )

s'

2

=

Φ

K

(

a

,

r

)

Φ

1

/

K

(

a

,

r'

( )

)

2

,

r=

x

x√+1

, (

1

)

当

x=1

时

,

即为广义线性偏差函数

[

1

]

       λ

(

a

,

K

)

=

η

K

(

a

,

1

)

=

Φ

K

(

a

,

1

/√2)

Φ

1

/

K

(

a

,

1

/√2

 

 

 

 

)

2

。 (

2

)

这里

       

Φ

K

(

a

,

r

)

=

μ

—1

a

(

μ

a

(

r

)/

K

),

μ

a

(

r

)

=

二

2sin

(

二

a

)

k

'

a

(

r

)

k

a

(

r

)

, (

3

)

       k

a

(

r

)

=

二

2

F

(

a

,

1—a

;

1

;

r

2

),

k

'

a

(

r

)

=

k

a

(

r'

), (

4

)

其中

F

(

a

,

b

;

c

;

x

)

即为高斯超几何函数

[

2

]

,

其定义为

       

F

(

a

,

b

;

c

;

x

)

=

2

F

1

(

a

,

b

;

c

;

x

)

=

∑

∞

n

=

0

(

a

,

n

)(

b

,

n

)

(

c

,

n

)

n

!

x

n

,

︱

x

︱

<

1

, (

5

)

这里

,

当

a

≠

0

时

(

a

,

0

)

=1

,

对于

n

∈

N

,

有

(

a

,

n

)

=a

(

a+1

)…(

a+n—1

)。

很显然

η

K

(

1

/

2

,

x

)

=

η

K

(

x

),

λ

(

1

/

2

,

K

)

=

λ

(

K

),

η

K

(

x

)

即为

A

g

ard

在研究平面拟共形映照中引人

η

-

偏差

函数

[

3

]

,

对于

K

∈

(

0

,

∞

),

r

∈

(

0

,

1

),

r'= 1—r√ 2

,

x=

(

r

/

r'

)

2

,

其定义为

       

η

K

(

x

)

=

Φ

K

(

r

)

Φ

1

/

K

(

r'

( )

)

2

,

λ

(

K

)

=

Φ

K

(

1

/√2)

Φ

1

/

K

(

1

/√2

 

 

 

 

)

2

,

0

<

K

<∞

。

并且

η

K

(

1

)

=

λ

(

K

),

这两个函数在拟共形映照的极值问题和拟正则映照及拟对称函数等数学领域中发挥重

要的作用

[

4-9

]

。

因此

,

对广义

A

g

ard

偏差函数

η

K

(

a

,

x

)

理论的研究有着重要的理论意义和应用价值

。

当

a=1

/

2

时

,

式

(

3

)、

式

(

4

)

中的函数即为

Hersch-Pflu

g

er

Φ

K

-

偏差函数

Φ

K

(

r

)

[

6

]

以及

Grotzcsh

极值环



B

2

/[

0

,

r

]

的模

μ

(

r

)(

B

2

表示单位圆盘

),

其定义为

       

Φ

K

(

r

)

=

Φ

K

1

2

,

( )

r =

μ

—1

(

μ

(

r

)/

K

),

μ

(

r

)

=

μ

1

/

2

(

r

)

=

二

2

K'

(

r

)

K

(

r

)

,

其中

       

K

(

r

)

=K

1

/

2

(

r

)

=

二

2

F

1

2

,

1

2

;

1

;

r

( )

2

为第一类完全椭圆积分

[

10-12

]

。

广义

A

g

ard

偏差函数的性质比

η

-

偏差函数

η

K

(

t

)

的性质要少的多

,

因此对前者研究更困难些

。

本文的

目的是给出一些由

η

K

(

a

,

x

)

定义的函数的单调性

,

并由此获得关于

η

K

(

a

,

x

)

与

λ

(

a

,

K

)

的相关不等式

。

本文当

r

∈

[

0

,

1

]

时

,

r'= 1—r√ 2

,

a

∈

(

0

,

1

/

2

],

且

R

(

a

)

=—2

γ

—

Φ

(

a

)

—

Φ

(

1—a

),

这里

γ

=0.5721

…

为

Euler

常数

,

Φ

为经典的

p

si

函数

。

这里

       

R

( )

1

2

=—2

γ

+

Φ

( )( )

1

2

=lo

g

16

表示

Ramanu

j

an

常数

[

3

]

。

在本文的研究中

,

下面的引理起着重要的作用

。

为便于引用

,

现叙述如下

[

1

]

:

引理

 

对于任意

a

∈

(

0

,

1

2

],

K

∈

(

1

,

∞

),

r

∈

(

0

,

1

),

令

s=

Φ

K

(

a

,

r

),

则函数

a

)

f

(

r

)

=K

a

(

s

)/

K

a

(

r

)

从

(

0

,

1

)

到

(

1

,

K

)

上单调上升

;

b

)

g

(

r

)

=s'K

a

(

s

)

2

/(

r'K

a

(

r

)

2

)

从

(

0

,

1

)

到

(

0

,

1

)

上单调下降

;

c

)

h

(

r

)

=sK'

a

(

s

)

2

/(

rK'

a

(

r

)

2

)

从

(

0

,

1

)

到

(

1

,

∞

)

上单调下降

。

1

 

主要结果

定理

1

 

设

K

>

1

,

a

)

在

R

上定义函数

f1

(

x

)

≡

lo

g

η

K

(

a

,

e

x

)

以及

f2

(

x

)

≡

(

η

K

(

a

,

e

x

))

—1

/

2

,

则函数

f1

在

(

—

∞

,

+

∞

)

上严格

单调上升且是向下凸的

,

并对于所有的

x

∈

(

—

∞

,

+

∞

),

满足条件

f1

(

R

)

=R

,

1

/

K

<

f

'

1

(

x

)

<

K

;

而函数

f2

严格单调下降且是向下凸的

,

并满足条件

f2

(

R

)

∈

(

0

,

∞

)。

特别地

,

成立不等式

       

4

η

K

(

a

,

c

2

)

η

K

(

a

,

d

2

)

(

η

K

(

a

,

c

2

√ )

+

η

K

(

a

,

d

2

√ ))

2

≤

η

K

(

a

,

cd

)

≤

η

K

(

a

,

c

2

)

η

K

(

a

,

d

2

√ ), (

6

)

第一个等号成立当且仅当

c=d

,

第二个等号成立当且仅当

K=1

且

c=d

。

对于所有的

0

<

c

≤

d

,

成立不等式

       

d

( )

c

1

/

K

≤

η

K

(

a

,

d

)

η

K

(

a

,

c

)

≤

d

( )

c

K

, (

7

)

各等号成立当且仅当

K=1

或

c=d

。

b

)

函数

f3

(

x

)

≡

η

K

(

a

,

x

)

η

K

(

a

,

1

/

x

)

在

(

0

,

1

]([

1

,

∞

))

上严格单调下降

(

上升

)。

特别地

,

对所有的

x

∈

(

0

,

∞

)

以及

K

∈

[

1

,

∞

),

成立不等式

       λ

(

a

,

K

)

2

≤

η

K

(

a

,

x

)

η

K

(

a

,

1

/

x

), (

8

)

等号成立当且仅当

x=1

或

K=1

。

c

)

函数

f4

(

x

)

≡

x

—K

η

K

(

a

,

x

)

在

(

0

,

∞

)

上单调下降

,

函数

f5

(

x

)

≡

x

—1

/

K

η

K

(

a

,

x

)

在

(

0

,

∞

)

上单调上升

,

且

f4

(

0

,

∞

)

=

[

e

(

K—1

)

R

(

a

)

2

,

∞

)、

f5

(

0

,

∞

)

=

(

e

(

1—1

/

K

)

R

(

a

)

2

,

∞

)。

d

)

函数

f6

(

x

)

≡

η

K

(

a

,

x

)

x

在

(

0

,

1

)

上单调下降

,

在

(

1

,

∞

)

上单调上升

。

定理

2

 

对任意的

K

∈

(

1

,

∞

),

x

∈

(

0

,

∞

),

函数

f1

(

K

)

≡

(

lo

g

η

K

(

a

,

x

)

—lo

g

x

)/(

K—1

)

从

(

1

,

∞

)

到

(

A

,

B

)

上单调下降

,

函数

f2

(

K

)

≡

(

η

K

(

a

,

x

)

—x

)/(

K—1

)

从

(

1

,

∞

)

到

B

r

( )

r'

2

,

∞

( )

上单调上升

,

其中

r=

x

/(

1+x√ ),

628
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A=

二

sin

(

二

a

)

k

a

(

r

)

k

'

a

(

r

)

=2

μ

a

(

r'

),

B=

4

二

sin

(

二

a

)

k

a

(

r

)

k

'

a

(

r

)

定理

3

 

a

)

对任意的

K

∈

[

1

,

∞

),

r

∈

[

1

/√2,

1

),

x=

(

r

/

r'

)

2

,

成立不等式

       λ

(

a

,

K

)

x

≤

η

K

(

a

,

x

)

≤λ

(

a

,

K

)

x

K

, (

9

)

各等号成立当且仅当

K=1

或

r=1

/√2,

当

r

∈

(

0

,

1

/√2),

第一个不等号依然成立

,

而第二个不等号反向

。

b

)

对任意的

K

∈

[

1

,

∞

),

r

∈

(

0

,

1

),

成立不等式

       

η

K

(

a

,

x

)

≥

K

4

x

, (

10

)

等号成立当且仅当

K=1

。

推论

4

 

令

C=

[

4K

2

a

(

1

/√2)]/[

二

sin

(

二

a

)],

其中

K

a

(

1

/√2)

=

[

csin

(

二

a

)]/[

4√
二

],

c=

Γ

1—a

( )

2

Γ

a

( )

2

。

a

)

函数

g1

(

K

)

≡

(

lo

gλ

(

a

,

K

))/(

K—1

)

从

(

1

,

∞

)

到

(

二

/

sin

(

二

a

),

C

)

上单调下降

。

特别地

,

对任意的

K

∈

(

1

,

∞

),

成立不等式

       

ex

p

二

sin

(

二

a

)

(

K—1

( )

)

<λ

(

a

,

K

)

<

ex

p

4

二

sin

(

二

a

)

k

2

a

1

√( )

2

(

K—1

( )

)。

b

)

函数

g2

(

K

)

≡

(

λ

(

a

,

K

)

—1

)/(

K—1

)

从

(

1

,

∞

)

到

(

C

,

∞

)

上是单调上升

。

特别地

,

对任意的

K

∈

(

1

,

∞

),

成立不等式

       λ

(

a

,

K

)

>

4

二

sin

(

二

a

)

k

2

a

1

√( )

2

(

K—1

)

+1

。

2

 

主要结果的证明

本节为了证明定理

,

经常用到以下导数公式

:

对于

r= x

/(

1+x√ ),

s=

Φ

K

(

a

,

r

),

       

ａ

η

K

(

a

,

x

)

ａ

x

=

1

K

r's

k

a

(

s

)

rs'

k

a

(

r

( )

)

2

=K

r's

k

'

a

(

s

)

rs'

k

a

(

r

( )

)

2

=K

η

K

(

a

,

x

)

r'

k

'

a

(

s

)

r

k

'

a

(

r

( )

)

2

, (

11

)

       

ａ

η

K

(

a

,

x

)

ａ

K

=

8

η

K

(

a

,

x

)

μ

a

(

r

)

k

a

(

s

)

2

二

2

K

2

, (

12

)

       

ａ

Φ

K

(

a

,

r

)

ａ

r

=

1

K

ss'

2

k

a

(

s

)

2

rr'

2

k

a

(

r

)

2

=K

ss'

2

k

'

a

(

s

)

2

rr'

2

k

'

a

(

r

)

2

。 (

13

)

定理

1

的证明

:

a

)

令

f1

(

x

)

=2lo

g

(

s

/

s'

),

其中

s=

Φ

K

(

a

,

r

),

r= e

x

/(

e

x

+1√ )

则

dr

/

dx=rr'

2

/

2

,

由式

(

13

)

得

       

f1

(

x

)

=

1

K

k

a

(

s

)

2

k

a

(

r

)

2

,

故由引理

(

1

)

知

,

f

'

1

(

x

)

>

0

且

f

'

1

关于

r

从

(

0

,

1

)

到

(

1

/

K

,

K

)

上严格单调上升

。

因此函数

f1

严格单调上升

并且是下凸的

,

并且满足不等式

       

1

/

K

<

f

'

1

(

x

)

<

K

。 (

14

)

接下来

,

当

p

,

q

∈

(

0

,

1

)

且

p

+

q

=1

时

,

则据函数

f1

的凹凸性

,

有

       

lo

g

η

K

(

a

,

e

p

x+

qy

)

=

f1

(

p

x+

qy

)

≤

pf1

(

x

)

+

qf1

(

y

)

=lo

g

η

K

(

a

,

e

x

)

p

+lo

g

η

K

(

a

,

e

y

)

q

。

因此有

       

η

K

(

a

,

e

p

x

e

qy

)

≤

η

K

(

a

,

e

x

)

p

η

K

(

a

,

e

y

)

q

。

令

e

x

/

2

=c

,

e

y

/

2

=d

,

及

p

=

q

=1

/

2

,

则式

(

6

)

的上界即可得到

。

如果

x

>

y

且

K

≥

1

,

由式

(

14

),

从

y

到

x

积分可得

,(

x—

y

)/

K

≤

f1

(

x

)

—

f1

(

y

)

≤

K

(

x—

y

),

令

e

x

=d

,

e

y

=c

,

则可得到式

(

7

)。

求导得

       

—

f

'

2

(

x

)

=

s'

2Ks

k

a

(

s

)

k

a

(

r

[ ]

)

2

=

1

2K

s'

k

a

(

s

)

2

r'

k

a

(

r

)

2

r'

s

,
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则由引理

(

2

)

可得

,

f

'

2

(

x

)

<

0

且知

f

'

2

关于

r

单调上升

。

因此得到关于

f2

的论断

。

如果令

e

x

=c

2

以及

e

y

=

d

2

,

那么式

(

6

)

的下界即可由

f2

的凹凸性得到

。

等式成立的情况是显然的

。

b

)

令

r= x

/(

x+1√ ),

u=

Φ

K

(

a

,

r'

),

s=

Φ

K

(

a

,

r

)

以及

g

(

r

)

=

(

1

/

2

)

lo

gf3

(

x

)

=lo

g

s—lo

g

s'+lo

g

u—

lo

g

u'

,

则由式

(

13

)

得

       

g

'

(

r

)

=

1

Krr'

2

k

a

(

s

)

2

k

a

(

r

)

2

—

k

a

(

u

)

2

k

a

(

r'

)

[ ]

2

,

故由引理

(

1

)

得

,

       

对于

r

≥

r'

,

即

r

∈

(

1

/√2,

1

),

有

g

'

(

r

)

>

0

 

g

(

r

)

单调上升

。

对于

r

≤

r'

,

即

r

∈

(

0

,

1

/√2),

有

g

'

(

r

)

<

0

 

g

(

r

)

单调下降

｛

 

 

。

又由式

(

1

)

得函数

f3

的单调性

。

据式

(

2

)

以及

f3

的单调性

,

便可获得不等式

(

8

)。

c

)

令

s=

Φ

K

(

a

,

r

),

r= x

/(

x+1√ ),

据式

(

1

)

有

f4

(

x

)

=

s

( )

s'

2

x

K

=

s

( )

s'

2

r'

( )

r

2K

=F

(

r

)。

据式

(

13

),

对数求

导有

       

F'

(

r

)

F

(

r

)

=

2K

rr'

2

k

'

a

(

s

)

2

k

'

a

(

r

)

2

( )

—1

,

故由引理

(

1

)

得到

F'

(

r

)

<

0

,

便得

f4

的单调性

。

再据文献

[

1

]

Theorem6.7

可得极限值

。

类似地

,

可得函数

f5

的相关结论

。

d

)

令

r=

x

x√+1

,

则

f6

(

x

)

=F

(

r

)

=

s

( )

s'

2

 

r

( )

r'

2

,

据式

(

13

),

对数求导有

       

F'

(

r

)

F

(

r

)

=

2

K

1

rr'

2

k

a

(

s

)

k

a

(

r

)

—√
[ ]

K

k

a

(

s

)

k

a

(

r

)

+√
[ ]

K

。

由引理

(

1

),

存在唯一一点

r

0

∈

(

0

,

1

)

满足

k

a

(

s

0

)

k

a

(

r

0

)

=√K,(

s

0

=

Φ

K

(

a

,

r

0

))。

事实上

,

r

0

=1

/√2。

由文献

[

13

]

定

理

2

(

1

),

对于

r

∈

1

√2
,

[ )

1

,

有

k

a

(

s

)

k

'

a

(

s

)

≥k

a

(

r

)

k

'

a

(

r

)

≥k

a

1

√( )

2

2

。

因此由

s=

Φ

K

(

a

,

r

),

对于任意的

K

∈

(

1

,

∞

),

当

r

∈

1

√2
,

[ )

1

时

,

有

       

k

a

(

s

)

k

a

(

r

)

=√K
k

a

(

s

)

k

'

a

(

s

)

k

a

(

r

)

k

'

a

(

r√ )

>

√K。

此式表明

F

在

(

0

,

r

0

]

上单调下降

,

在

[

r

0

,

1

]

上单调上升

。

因此函数

f6

在

(

0

,

x

0

]

单调下降

,

在

[

x

0

,

∞

)

单调

上升

,

这里

x

0

=

(

r

0

/

r'

0

)

2

=1

。

定理

2

的证明

:

a

)

令

f1

(

K

)

=

g1

(

K

)/

g2

(

K

),

其中

g1

(

K

)

=lo

g

η

K

(

a

,

x

)

—lo

g

x

,

g2

(

K

)

=K—1

,

则

g1

(

1

)

=

g2

(

1

)

=0

,

并由式

(

12

)

有

       

g

'

1

(

K

)

g

'

2

(

K

)

=

2

sin

2

(

二

a

)

1

μ

a

(

r

)

k

'

a

(

s

)

2

。

由文献

[

14

]

Theorem1.25

单调性

l

’

Ho

p

ital

法则知

f1

的单调性

。

极限值显然易得

。

b

)

同样

,

令

f2

(

K

)

=

g1

(

K

)/

g2

(

K

),

其中

g1

(

K

)

=

η

K

(

a

,

x

)

—x

,

g2

(

K

)

=K—1

,

则

g1

(

1

)

=

g2

(

1

)

=0

,

有

       

g

'

1

(

K

)

g

'

2

(

K

)

=

2

sin

2

(

二

a

)

1

μ

a

(

r

)

s

2

k

'

a

(

s

)

2

s'

2

。

再由单调性

l

’

Ho

p

ital

法则知

f2

的单调性

。

定理

3

的证明

:

a

)

不等式

(

9

)

中各等号成立是显然的

,

因此仅需证明严格不等式即可

。

令

s=

Φ

K

(

a

,

r

),

由式

(

13

)

以及引理

(

1

)

知

,

对任意的

K

∈

(

1

,

∞

),

r

∈

(

0

,

1

)

有

       

ds

dr

=K

ss'

2

k

'

a

(

s

)

2

rr'

2

k

'

a

(

r

)

2

<

K

ss'

2

rr'

2

,
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现设

1

/√2
<

r

<

1

,

则

μ

a

(

1

/√2)

>

μ

a

(

r

)

>

0

,

故由文献

[

1

]

等式

(

4.8

)

得

Φ

K

(

a

,

1

/√2)

=

μ

—1

a

二

2Ksin

二

( )

a

<

s

<

μ

—1

a

(

0

)

=1

,

则有

       

∫

s

μ

—

1

a

二

2Ksin

二

( )

a

dt

tt'

2

<

K

∫

r

1

/√2

dt

tt'

2

。

因此

,

       

lo

g

s

( )

s'

—

1

2

lo

gλ

(

a

,

K

)

<

Klo

g

r

( )

r'

,

即

       

s

( )

s'

< λ

(

a

,

K√ )

r

( )

r'

K

。

故可得到不等式

(

9

)

的上界

。

同理可得到

0

<

r

<

1

/√2的相关情形

。

接下来

,

考虑不等式

(

9

)

的下界

,

令

f

(

r

)

=

(

sr'

)/(

s'r

),

求导有

       

rr'

2

f

'

(

r

)

f

(

r

)

=

1

K

k

a

(

s

)

2

k

a

(

r

)

2

—1=

k

'

a

(

s

)

k

a

(

r

)

k

a

(

s

)

k

'

a

(

r

)

k

a

(

s

)

2

k

a

(

r

)

2

—1=

k

'

a

(

s

)

k

a

(

s

)

k

a

(

r

)

k

'

a

(

r

)

—1

。

因此由文献

[

13

]

定理

2

(

1

),

因此有

f

(

r

)

≥

f

(

1

/√2)

=

λ

(

a

,

K√ ),

故可得到不等式

(

9

)

的下界

。

b

)

从以上论断并由引理

(

2

),(

3

)

可得

       

K

s'

( )

r'

2

<

K

ss'

2

k

'

a

(

s

)

2

rr'

2

k

'

a

(

r

)

2

=

ds

dr

=

1

K

ss'

2

k

a

(

s

)

2

rr'

2

k

a

(

r

)

2

<

1

K

ss'

rr'

。

因此

       

K

2

<

ss'

rr'

r'

( )

s'

2

=

sr'

s'r

,

即

       

η

K

(

a

,

x

)

=

s

( )

s'

2

>

K

4

r

( )

r'

2

。

即不等式

(

10

)

得证

。
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