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!!摘!要"针对V4;3)4,<双线性规划问题!给出了一个混合整数线性规划变换方法!以求得其全局最优解(该方法
将V4;3)4,<双线性规划变换为一个带有互补约束的线性规划!并利用"&A变量和大O法线性化互补约束(同时!将
该方法应用于金融系统中的不确定性系统性风险估计问题!证明了该问题可变换为一个V4;3)4,<双线性规划问题!
进而利用所提出的方法求解(数值结果表明$提出的方法能有效找到中大规模最坏情形系统性风险估计问题的全
局最优解!并优于已有的全局解方法(
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9!引!言

带有V4;3)4,<约束的双线性规划%即V4;3)4,<双线性规划"a4.4,2-+[+)5+-K%aHZ#%是一类重要且具有
广泛应用的非凸二次规划问题’A(%其应用包含约束双矩阵对策)动态马氏分配问题)多商品网络流问题)动态
生产问题和金融系统中不确定性系统性风险估计问题等’A&%(&



V4;3)4,<双线性规划问题可表示为!
K4, Y"!%"# "8#!U$8!U%8"$
;D<D!+! =!+22!&!#’%!$$>%

"+% ="+2T!("#)%"$$>
,
-

.

"A#

其中!#+2Te2%$+22%%+2T%! 和%为有界多面体集%且&+2TAe2%’+2TA%(+2T!eT%)+2T!&
I-..)等’!(证明了aHZ问题"A#是bZG难的%S*V2<等’%(进一步证明了aHZ问题"A#是强bZG难的&

近三十多年来%国内外学者对aHZ问题"A#提出了许多全局算法%然而这些算法只能求解小规模问题&
例如%Y),,)’A(首次提出了求解aHZ问题"A#的交替方向法%并采用交替方向法设计了割平面算法%但该方
法不能保证找到全局最优解&I-..)等’!(在Y),,)’A(的基础上对算法进行改进%根据对偶定理将aHZ问题
"A#转化为线性规划问题%设计了割平面算法%该算法能找到全局解&S.&Y1-==-.等’’(提出了求解aHZ问题
"A#的分支定界全局算法%并证明了该算法收敛于原问题的全局最优解%但该方法只能求解小规模问题&
S*V2<等’%(将aHZ问题"A#变换为两个不同的线性极大极小问题%讨论了问题"A#和线性极大极小问题之间
的解的关系%并利用线性极大极小问题的必要最优性条件"互补性和单调性#%构造了求解aHZ问题的具有有限
收敛的精确分支定界算法%但该方法只能求解小规模问题&612+-.4等’$(对aHZ问题"A#提出了一个新的
P2/)+K*.-<4),&.4,2-+4]-<4),<271,4L*2"PH8#松弛%并提出了基于新PH8松弛的分支定界算法%但采用该算法求
解下界耗时较大&S.-+42等’E(提出了带有凹割的分支定界算法%该算法也只能求解小规模问题&>4,5等’C(对
aHZ问题"A#提出了两个线性割平面算法%改进了现有方法%其主要思想是避免构造V4;3*,7<4:2割%而利用紧的
界方法来加快割平面算法的收敛速度&Y).)V]423等’A"(提出了求解aHZ问题的基于多参数分解技术的全局算
法&012,等’AA(证明了aHZ问题可转化为两阶段鲁棒线性优化问题%并利用鲁棒优化技术进行求解&

由于现有的混合整数线性规划"O4U2V4,<252+.4,2-+[+)5+-KK4,5%O@HZ#求解器%如TZHJ_和
I*+)M4等%非常强大和有效%因此本文通过将aHZ问题"A#变换为O@HZ问题来求aHZ问题"A#的全局最优
解%提出了一个混合整数线性规划变换方法&其主要思想在于!利用线性规划的强对偶性和Y-+*;1&Y*1,&
8*7W2+"YY8#条件%将问题"A#转化为一个等价的带有互补约束的线性规划问题%进而利用大O法并引入
"&A变量%线性化互补约束得到了一个"&AO@HZ问题%再用O@HZ求解器TZHJ_求解该问题&同时%将该
方法应用到金融系统中的不确定性系统性风险估计问题%证明了最坏情形系统性风险估计问题可以变换为
一个等价的aHZ问题&

:!混合整数线性规划变换

本节利用线性规划的强对偶性和YY8条件及大O法%证明问题"A#可等价变换为一个混合整数线性
规划问题&首先需要引理A&

引理!’A!(!"线性规划的强对偶性#考虑如下线性规划问题!

"Z#
K4, *8!$
;D<D &!#’%!$$=

及其对偶问题!

">#
K-U ’8"$
;D<D &8"#*%"#$%
,
-
.

其中!&+2Te2%’+2T%*+22&若"Z#有最优解%则">#有最优解%且"Z#和">#有相同最优值&
定理!!aHZ问题"A#与如下问题"!#有相同的最优值!

K4,
!%"%+%!%"

$8!U)8+$

;D<D (8+##!,%%
("#)%"#P!%

#!U%A(8+#P"-.!#%
+$AP"%).("#P"-."#%
+#$%"$$%!+!%

!+="%A>T%"+="%A>T!

,

-

.

"!#
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其中!P%"是充分大的罚参数&若"!3%"3%+3%!3%"3#是问题"!#的最优解%则!3是问题"A#的全局最优解&
证明!首先问题"A#可等价变换为!

K4,=Y"!%"#!!+!%"+%>@K4,
!+!
’$8!UK4,

"+%
"#!,%#8D(&

因为%为有界多面体%故线性规划问题K4,
"+%
"#!l%#8D有最优解%从而由引理A得到!

K4,
!+!
’$8!UK4,

"+%
"#!,%#8"(@K4,

!+!
’$8!UK-U

\+/"N#
)8\( "’#

其中!/"!# =++2T!!(8+#%,#!%+#$>&问题"’#可改写为如下问题!
K4,
!+!%+

’$8!U)8+($

;D<D ++-+5K-U
\+/"N#

)8+
,
-

.
"##

再利用线性规划的YY8条件%问题"##可变换为一个等价的带有互补约束的线性规划问题!

K4,
!%"%+

’$8!,)8+($

;D<D (8+##!,%%
("#)%"8"#!,%.(8+#@"%
+8").("#@"%
+#$%"$$%!+!

,

-

.

"F#

再利用大O方法%通过引入"&A变量来线性化问题"F#中的非凸互补约束%即引入"&A变量!+="%A>T%将互
补约束"8"#!l%G(8+#p"和+8")G("#p"分别变换为!

"#P!% #!,%.(8+#P"-.!#%
+$AP"%)A("#P"-."#&=

从而问题"F#可以转换为如下等价的"&A混合整数线性规划!

K4,
!%"%+%!%"

$8!U)8+$

;D<D (8+#iUU%%
("#X%"#P!%

#!,%.(8+#P"-.!#%
+$AP+%).("#P"-."#%
+#$%"$$%!+!%

!+="%A>T%"+="%A>T!&

,

-

.
其中!P%"是充分大的罚参数&

证毕&
注!问题"!#可以用现有的O@HZ求解器如TZHJ_和I*+)M4来求解&

<!应用例子

本节给出aHZ问题的一个应用例子%即将混合整数线性变换方法应用于金融系统中的不确定性系统性
风险估计问题&

考虑由2个银行组成的一个银行间市场&任何两个银行间的债务关系由债务矩阵/+22e2描述%其中
8(’$"表示银行(对银行’的债务%而且8((p"%8(’%"%(’’%(%’pA%;%2&设<̂(为由银行(收到的外部

经营性现金流%用来弥补其潜在的现金流不足%(pA%;%2&给定0’p"̂<A%;%̂<2#
8%金融系统的系统性风险

可通过求解如下线性优化问题来估计’A’(!

K4,
N+22 )

2

(@A
"AA!(#$

;D<D ")
2

’@A
8(’#!(A)

2

’@A
8’(!’#<̂(%(@A%;%2%"#N(#A%(@A%;%2

,

-

.

"%#
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其中!N(+’"%A("(pA%;%2#表示银行(付款与其总负债成比例的百分比&
在实践中%银行的经营性现金流受市场波动%因此具有不确定性&考虑到不确定的经营性现金流%文献

’F(提出了如下的最坏情形系统性风险"̂)+;<&7-;2;=;<2K47+4;W%QT6P#估计问题!
K-U
1+5

K4,
!+RA"-#

-8"-A!# "$#

其中!-+22 为分量为A的向量%5 =1+’"%A(I!-81#3>表示多面体不确定性集合%3为满足A*3*I
的整数%且

RA"1# =!+22!"V4-5"/-#A/8#!##1U0’%$#!#->&
这里%#+22eI对某个I#2%V4-5")#表示以)+22 的分量为对角元的对角阵&

下面证明QT6P问题"$#可变换为一个等价的aHZ问题&
定理)!QT6P问题"$#与如下aHZ问题有相同的最优值!

K-U 18#8"U’8""$

;D<D 1+5%"+K@="+22_&8"#-%-8"$AP
A%"#">

,
-

.
"E#

其中!&@/8AV4-5"/-#%’"@&-U0’%P
A
%"是充分大的罚参数&

证明!去掉问题"$#的内层问题中的非负约束!$$%并引入辅助变量+p-G!%得到如下问题!
K-U
1+5

K4,
++R"1#

-8+ "C#

其中!
R"1#@=++22!&+##1,’"%+$$>%

&2/8AV4-5"/-#%’"p&-l0’&类似于文献’#(命题A"的证明方法%可以证明问题"$#与"C#有相同的最优
值和最优解&再利用文献’#(中命题AA的证明方法%可进一步证明问题"C#等价于如下辅助问题!

K-U
1+5

K4,
"\%3#+R""1#

-8+UPA3 "A"#

其中!PG%"是充分大的罚参数%且
R""1#@="+%3#+2

2UA!&+.3-##1,’"%+$$%3$$>&
然后%利用线性规划的对偶理论%问题"A"#可变换为如下等价的aHZ问题!

K-U 18#8"U’8""$

;D<D 1+5%"+K@="+22_&8"#-%-8"$AP
A%"#$>

,
-

.
"AA#

其中!&@/8AV4-5"/-#%’"@&-,0’%P
A
%"是充分大的&

证毕&
值得指出的是%问题"E#是aHZ问题"A#的一个特例&注意到集合5和K是有界的%前面的O@HZ变换

方法能用来求解问题"E#&

=!数值实验

本节给出求解aHZ问题"A#的O@HZ变换方法的数值结果&数值实验在O-<.-MP!"A’M上实现%在ZT
机"!BC"I4\]%A%I4a%PSO#上运行%采用TZHJ_的O@HZ求解器求解"&AO@HZ模型&

对具有随机数据的QT6P问题"$#测试了O@HZ变换方法%并同文献’’(中所提出的基于凸包络松弛的分
支定界算法"记为aXa#进行数值比较&测试问题中的参数"/%#%0’#按照文献’F(的方法随机产生%即!/的非
对角元服从8#""B#%A#%即均值为"B#和方差为A的对数正态分布$#的元素服从5"G’%’#%即区间’G’%’(上
的均匀分布$0’的元素服从5""BF%F#&注意到QT6P问题"$#等价于aHZ问题%并用O@HZ变换方法求解问题
"E#&数值实验中%问题"E#中的罚参数PG 设置为A"%O@HZ模型"E#中的罚参数P 设置为A"F&

表A给出了O@HZ与aXa算法对QT6P问题"$#的A"个随机测试例子的平均数值结果%其中最优值
和时间分别表示算法对A"个测试问题得到的平均最优值和平均TZ9时间$9"3#:表示算法在’%"";内求
得全局最优解的实例数$94:表示算法未能在’%"";内找到全局最优解&由表A可见!O@HZ方法能有效地
找到所有测试问题的全局解%而当2pF""%IpE和2$#""%IpA"时aXa算法无法在’%"";内找到测试问
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题的全局最优解&另外%对所有的可解的测试例子%aXa算法比O@HZ方法所需的时间更长&因此%O@HZ
变换方法按平均TZ9时间更优于文献’’(中的aXa算法&

表:!WOP@与 _̂̂ 算法对‘&KQ问题的平均数值结果

2 I
O@HZ aXa

最优值 时间*; 最优值 时间*;
A"" E GAFBC%AF #BA""C GAFBC%AF AE’B#FC#
!"" E G!$B’%EC $!B$$!’ G!$B’%EC $#!BF#%F
’"" E G’$BAFC# FE#BC%AA G’$BAFC# A$CCB!E’E
#"" E G#FBE$E’ A!’"B’#!C G#%BF’#F !FA’B##E#"E#

F"" E GF’BFEAA AF’#BC#CE 4 4
A"" A" GA$B!’%" %B$C’’ GA$BCC!F C$"B’!#’"E#

!"" A" G!EB’#E" $#B’’CC G!EB!FFC A!E"BA"’F"F#
’"" A" G’%B#EE% EEFB#AF’ G’FB’C!A !#FEB’’##"A#

#"" A" G’$B"%A’ A’AABEA’! 4 4
F"" A" GFFB%E$E A’!!BA#’C 4 4

>!结!论

本文提出了求V4;3)4,<双线性规划问题全局最优解的O@HZ变换方法%并将其应用到金融系统中的不
确定性系统性风险估计问题&对随机生成的QT6P问题进行数值实验%结果表明所提出的O@HZ变换方法
比文献’’(中aXa全局算法更能快速有效地求解大规模QT6P问题&本文所提出的方法仅适用于V4;3)4,<
双线性规划问题%后续将研究大规模3)4,<双线性规划问题&
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