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!!摘!要#含6<4+.4,5数’调和数等特殊组合序列的无穷级数在组合学’数论’算法分析等领域具有重要的应用(
利用第一类:&6<4+.4,5数的生成函数’特殊函数积分以及广义多重V2<-值建立三类含:&6<4+.4,5数的含参数无穷级数
的表达式!并由此得到很多含第一类6<4+.4,5数’调和数及超调和数的级数的值(结果表明$文献中很多相关级数的
结论都是这三个一般表达式的特例(在此基础上!进一步利用:&6<4+.4,5数的递推关系建立一个广义多重V2<-值与
经典多重V2<-值的关系式!并给出一些特例(

关键词#生成函数&:&6<4+.4,5数&调和数&多重V2<-值&无穷级数
中图分类号#?%’$A%!!!!!!!!文献标志码#Q!!!!!!!文章编号#%D$B&BF’%"!"!!#"B&"!’D&"D
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807*&)3*!@,/4,4<2;2+42;4,:).:4,5;W274-.7)KL4,-<)+4-.;2g*2,72;%;*71-;<126<4+.4,5,*KL2+;-,T
1-+K),47,*KL2+;%1-:24KW)+<-,<-WW.47-<4),;4,7)KL4,-<)+47;%,*KL2+<12)+=%-.5)+4<1K-,-.=;4;-,T
;)K2)<12+/42.T;E9;4,5<1252,2+-<4,5/*,7<4),)/<12:&6<4+.4,5,*KL2+;)/<12/4+;<P4,T%4,<25+-.;)/
;W274-./*,7<4),;-,T52,2+-.4V2TK*.<4W.2V2<-:-.*2;%X22;<-L.4;12SW+2;;4),;)/<1+22<=W2;)/W-+-K2<+47
4,/4,4<2;2+42;4,:).:4,5<12:&6<4+.4,5,*KL2+;%-,T),<14;L-;4;%X2)L<-4,<122:-.*-<4),;)/;)K2;2+42;
4,:).:4,5<126<4+.4,5,*KL2+;)/<12/4+;<P4,T%1-+K),47,*KL2+;-,T1=W2+1-+K),47,*KL2+;E812
+2;*.<;;1)X<1-<K-,=;2+42;4,<12.4<2+-<*+2-+2W-+<47*.-+7-;2;)/<12;2<1+2252,2+-.2SW+2;;4),;E
[)+2):2+%*;4,5<12+27*++2,72+2.-<4),)/<12:&6<4+.4,5,*KL2+;%X2/*+<12+2;<-L.4;1-+2.-<4),L2<X22,
<1252,2+-.4V2TK*.<4W.2V2<-:-.*2;-,T<127.-;;47-.K*.<4W.2V2<-:-.*2;%-,TW+):4T;)K2W-+<47*.-+7-;2;E

9’4:,&.7!52,2+-<4,5/*,7<4),;$:&6<4+.4,5,*KL2+;$1-+K),47,*KL2+;$K*.<4W.2V2<-:-.*2;$4,/4,4<2;2+42;

;!引!言

6<4+.4,5数-调和数是组合学与数论中重要的序列%含6<4+.4,5数-调和数及其他相关组合序列的无穷级
数不仅在算法分析-特殊函数表示中经常出现%在代数几何-纽结理论-量子场论等领域中也有广泛的应用&

超调和数=":#1 的定义为!
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特别地%="%#1 c"1%为经典的调和数$当:+"或13"时%定义=":#1 c"&超调和数可用二项式系数与经典调
和数表示!
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其生成函数为!
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参见b2,3-K4,等+%,-R),X-=等+!,以及 [2Vw等+B,的研究&d*+#,进一步引入了广义超调和数=":#1 "Q#%
=":#1 "Q#可以表示为!
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特别地%当Qc%时%=":#1 "%#c=":#1 $当1+Q时%定义=":#1 "Q#c"&

b+)T2++’,在经典的第一类6<4+.4,5数
1
Q+,的基础上引入了第一类:&6<4+.4,5数 1Q+,:%其指数生成函数为!
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并且满足如下关系!1
Q+,"c1Q+,%1Q+,%c1k%Qk%+ ,%1"+,:c::;1%1%+,:c19=":#1 和

1
Q+,:J"1T:K%#1K%Q+ ,

:
T
1K%
QK%+ ,

:
%

其中:9;1 为升阶乘多项式%定义为:9;"c%%:9;1c9"9k%#3"9k1G%#%112&
设H’12且H%#%%对于任意多重指标!c"H%%H!%3%HQ#%定义多重V2<-值/"!#与多重V2<-星值

//"!#为!
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这里称H%kH!k3kHQ为该多重V2<-"星#值的权&为方便起见%若一个子串在指标中重复出现’次%则记为
438’%例如%//"#%!%4%8B#c//"#%!%%%%%%#&多重V2<-"星#值满足很多漂亮的恒等式%例如%如下和式及
对偶关系成立!
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参见b)+X24,等+D,的研究&多重V2<-"星#值的部分和称为多重调和"星#和%分别记为/1"!#及//1"!#&!"%F
年%d*+$,定义了如下的广义多重调和和!
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其中H’12"&显然%
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其中H’12"&当H%#%时%可由广义多重调和和进一步定义广义多重V2<-值!

/"H%%3%H7$H7T%%3%H7TQ#J.4K1*v/1
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!!第一类6<4+.4,5数与多重调和和之间满足密切关系!
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由此可以建立如下无穷级数表达式!
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参见QT-K714P+F,及d*等+C,的研究&最近%d*+%",-e-,5等+%%,通过特殊函数积分与生成函数方法%利用多
重V2<-值建立了更多有关第一类6<4+.4,5数的级数表达式&

本文主要研究含第一类:&6<4+.4,5数的级数&首先%通过特殊函数积分-生成函数-广义多重V2<-值建
立三个含第一类:&6<4+.4,5数的无穷级数的表达式$之后%通过参数特殊化得到一些更具体的含经典的第一
类6<4+.4,5数-调和数-超调和数的级数的表达式%并建立一类广义多重V2<-值与经典的多重V2<-值之间的
关系式&

<!两个含%E!*+&1+-2数的无穷级数
定理,!当Q%:12"时%有
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!!证明!首先%利用积分
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并结合:&6<4+.4,5数的生成函数"B#%可以得到!
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即式"$#左端第一个级数&再次利用:&6<4+.4,5数的生成函数"B#%可以得到!
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比较上式左右两边I1 的系数%可得!
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对式"F#进行反复迭代并应用式"’#得!
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可知%当Q%:12时%有
1
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从而可得式"$#中第二个级数%由此完成证明&
例,!在定理%中令:c%%可以得到!
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利用第一类6<4+.4,5数与调和数的关系!
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并结合式"%"#可进一步得到!
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此外%当QJ%时%由
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为>4.与b)=-TV142:+%!,文中的命题’&
定理%!当Q12%:12"时%有
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!!证明!同定理%的证明方法相似%利用积分
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以及:&6<4+.4,5数的生成函数"B#%可以得到!
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再结合式"C#即可得到结果&
例%!在定理!中分别令:c"和:c%%可以得到!
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在式"%B#中令Qc!%B%#可进一步得到!
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在式"%##中令Qc%%!%B可进一步得到!
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此外%当Qc%时%可以得到!
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式"%B#出现在QT-K714P+F,-R1)4等+%B,-612,+%#,以及e-,5等+%%,的研究中%式"%’#为文献+%!,中的命题D&

b2<-函数6"9%8#的定义为!
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可以将定理%和定理!改写为!
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>!含%E!*+&1+-2数的无穷级数与广义多重O’*)值

定理’!当Q%:12%71264%8时%有
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!!证明!将式"C#代入到#":%Q%7#中%可以得到!
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由此完成定理证明&

例’!当Qc%%71264%8时%由
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此时该:&6<4+.4,5数的无穷级数已经退化为超调和数的线性J*.2+和&>4.等+%!,用V2<-值-经典的线性
J*.2+和及第一类6<4+.4,5数等给出了#":%%%7#的表达式!
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式"%$#利用广义多重V2<-值给出了超调和数的线性J*.2+和的更简洁的表达式&
由定理B可以建立推论%&
推论,!当Q12%71264%8时%广义多重V2<-值与多重V2<-值之间满足关系!
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!!证明!当:c%时%一方面%由定理B可得!
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另一方面%由第一类6<4+.4,5数的递推关系及式"D#可得!
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两式相等%即可得到结果&

e-,5等+%%,建立了式"%C#左端含第一类6<4+.4,5数的级数的积分表达式&根据 e-,5等+%%,的工作可
知%在式"%C#中进一步令QJ%%!%B%可得到关于经典J*.2+和的J*.2+定理-b)+X24,&b)+X24,&N4+52,;)1,
定理-M.-3).2<&6-.:=定理%也可参见M.-3).2<与6-.:=+%’,&

例(!根据文献+%",中等式"!A%#和等式"!A!$#可以得到/"7k%%4%8Q#的递推关系!
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其中7 1264%8%Q12"&由此再结合推论%就可以计算广义多重V2<-值/"7%%$4%8QG%#%例如!
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此外%在式"%F#中令Qc%%71264%8%可得如下二重V2<-星值与V2<-值-二重V2<-值之间的关系式!

//"7%%#J/"7T%#T/"7%%#&

?!结!论

本文利用生成函数-特殊函数积分以及广义多重V2<-值建立了B个一般的含:&6<4+.4,5数的无穷级数
的表达式%可以发现文献+F%%!,中已有的一些含第一类6<4+.4,5数-超调和数的无穷级数及J*.2+和的结果
都是本文所得表达式的特例&后续可以在此基础上进一步研究更多的含:&6<4+.4,5数与超调和数的无穷
级数&
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+F,QT-K714PaE?,6<4+.4,5,*KL2+;-,TJ*.2+;*K;+(,E()*+,-.)/R)KW*<-<4),-.-,TQWW.42T[-<12K-<47;%%CC$%$C"%#!

%%C&%B"E
+C,d*R%I-,IU%6140(EJ*.2+;*K;-,T4,<25+-.;)/W).=.)5-+4<1K/*,7<4),;+(,E()*+,-.)/Z*KL2+812)+=%!"%D%%D’!

F#&%"FE
+%",d*RE[*.<4W.2V2<-:-.*2;-,TJ*.2+;*K;+(,E()*+,-.)/Z*KL2+812)+=%!"%$%%$$!##B&#$FE
+%%,e-,5e\%Y=*IUEJ*.2+;*K;-,T6<4+.4,5;*K;+(,E()*+,-.)/Z*KL2+812)+=%!"%F%%F’!%D"&%CBE
+%!,>4.Q%b)=-TV142:HZEJ*.2+;*K;)/1=W2+1-+K),47,*KL2+;+(,E()*+,-.)/Z*KL2+812)+=%!"%’%%#$!#C"&#CFE
+%B,R1)4(%6+4:-;<-:-U[EJSW.474<2:-.*-<4),)/J*.2+-,T+2.-<2T;*K;+(,E812O-K-,*3-,()*+,-.%!""’%%""%#!’%&$"E
+%#,612,YREO2K-+P;),;)K24,<25+-.;-,T;2+42;4,:).:4,5<126<4+.4,5,*KL2+;-,T/"1#+(,E8+-,;-7<4),;)/<12QK2+47-,

[-<12K-<47-.6)742<=%%CC’%B#$"##!%BC%&%BCCE
+%’,M.-3).2<\%6-.:=bEJ*.2+;*K;-,T7),<)*+4,<25+-.+2W+2;2,<-<4),;+(,EJSW2+4K2,<-.[-<12K-<47;%%CCF%$"%#!%’&B’E

$责任编辑#康!锋%

%D!第!期 马欠欠等!三类含:&6<4+.4,5数的无穷级数


