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双参数广义三角函数与双曲函数的几个均值不等式
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（浙江理工大学，ａ．科技与艺术学院；ｂ．理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：双参数广义三角函数对于解决微分方程理论中的一些问题有着重要作用。文章通过初等解析方法与

均值理论，研究了带有两个参数的广义三角函数与双曲函数的均值不等式性质，获得了广义正切函数与广义双曲正

切函数的算术平均、调和平均以及几何平均的均值不等式；同时得到了广义三角函数的Ｃｕｓａ－Ｈｕｙｇｅｎｓ型均值不等

式。所得结果推广和改进了原有不等式性质。
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０　引　言

对于０＜ｘ＜π／２，Ｈｕｙｇｅｎｓ［１］给出了三角函数的下列不等式：

２ｓｉｎｘ＋ｔａｎｘ＞３ｘ （１）
对于ｘ＞０，Ｎｅｕｍａｎ等［２］给出了双曲函数的 Ｈｕｙｇｅｎｓ型不等式：

２ｓｉｎｈｘ＋ｔａｎｈｘ＞３ｘ （２）
不等式（１）—（２）分别可以表示为：



ｓｉｎｘ
ｘ ＞

３ｃｏｓｘ
１＋２ｃｏｓｘ

，ｘ∈ （０，π／２） （３）

以及

ｓｉｎｈｘ
ｘ ＞

３ｃｏｓｈｘ
１＋２ｃｏｓｈｘ

，ｘ∈ （０，∞） （４）

　　如果ａ，ｂ为两个正数，以下均值：

Ａ＝Ａ（ａ，ｂ）＝
ａ＋ｂ
２
， Ｇ＝Ｇ（ａ，ｂ）＝槡ａｂ，

Ｈ ＝Ｈ（ａ，ｂ）＝
２

１／ａ＋１／ｂ
， Ｌ＝Ｌ（ａ，ｂ）＝

ｂ－ａ
ｌｎｂ－ｌｎａ

分别为两正数ａ，ｂ的算术平均、几何平均、调和平均以及对数平均。Ｓｅｉｆｆｅｒｔ平均［３］定义为：

Ｐ＝Ｐ（ａ，ｂ）＝
ａ－ｂ

２ａｒｃｓｉｎ（（ａ－ｂ）／（ａ＋ｂ））
，ａ≠ｂ，Ｐ（ａ，ａ）＝ａ。

对于两正数的算数平均、几何平均、调和平均以及对数平均之间，其基本关系［４－７］为：

Ｈ ＜Ｇ ＜Ｌ ＜Ａ （５）
以及

３
Ｇ２槡 Ａ ＜Ｌ ＜

２Ｇ＋Ａ
３

（６）

３
Ａ２槡 Ｇ ＜Ｐ ＜

２Ａ＋Ｇ
３

（７）

如果ｘ≠０，有：

Ｌ（ｅｘ，ｅ－ｘ）＝
ｓｉｎｈｘ
ｘ

，Ｇ（ｅｘ，ｅ－ｘ）＝１，Ａ（ｅｘ，ｅ－ｘ）＝ｃｏｓｈｘ，

Ｐ（１＋ｓｉｎｘ，１－ｓｉｎｘ）＝
ｓｉｎｘ
ｘ
，Ｇ（１＋ｓｉｎｘ，１－ｓｉｎｘ）＝ｃｏｓｘ，Ａ（１＋ｓｉｎｘ，１－ｓｉｎｘ）＝１．

由式（６）和式（７），分别得到：

３
ｃｏｓｈ槡 ｘ ＜

ｓｉｎｈｘ
ｘ ＜

２＋ｃｏｓｈｘ
３

，ｘ∈ （０，∞） （８）

３
ｃｏｓ槡 ｘ ＜

ｓｉｎｘ
ｘ ＜

２＋ｃｏｓｘ
３

，ｘ∈ （０，π／２） （９）

式（８）和式（９）的右端不等式即为双曲函数以及三角函数的Ｃｕｓａ－Ｈｕｙｇｅｎｓ型不等式［２］。
在过去几十年里，这些均值函数成为研究的焦点［８－１１］。Ｓáｎｄｏｒ［１０］利用均值理论，改进了三角函数以及

双曲函数的 Ｈｕｙｇｅｎｓ型不等式。Ｓáｎｄｏｒ［１１］研究了带有一个参数ｐ的广义三角函数以及双曲函数的对数平
均、Ｎｅｕｍａｎ－Ｓáｎｄｏｒ平均以及Ｓｅｉｆｆｅｒｔ平均等均值性质，同时建立了双参数广义三角函数的双向不等式的均
值性质。
本文受这些研究成果的启发，研究了微分方程理论中Ｄｉｒｃｈｌｅｔ边值问题的解中出现带有双参数广义三

角函数与双曲函数的均值不等式性质，给出了双参数广义正切函数及双曲正切函数的算数平均不等式、几何
平均不等式、调和平均不等式性质，同时得到了双参数广义三角函数的Ｃｕｓａ－Ｈｕｙｇｅｎｓ型不等式性质。

１　定义

对于１＜ｐ，ｑ＜ ∞，单调递增广义反正弦函数ａｒｃｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）：［０，１］→ ０，πｐ
，ｑ

２［ ］定义为：
ａｒｃｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）＝∫

ｘ

０

（１－ｔ　ｑ）－１／ｐｄｔ．

这里
πｐ，ｑ
２ ＝ａｒｃｓｉｎｐ，ｑ（１）＝∫

１

０

（１－ｔ　ｑ）－１／ｐｄｔ，在 ０，
πｐ，ｑ
２［ ］上ａｒｃｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）的反函数ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）称为广义正弦函
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数。自然地广义余弦函数ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）：０，
πｐ，ｑ
２［ ］→ ［０，１］与正切函数ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）：０，πｐ，ｑ２（ ）→ （０，∞）定义为：

ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）＝
ｄ
ｄｘｓｉｎｐ，ｑ

（ｘ），ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）＝
ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）
ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）

．

类似地，对于ｘ∈ （０，∞），广义双曲正弦函数ｓｉｎｈｐ，ｑｘ的反函数反双曲正弦函数ａｒｃｓｉｎｈｐ，ｑｘ定义为：

ａｒｃｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）＝∫
ｘ

０

（１＋ｔ　ｑ）－１／ｐｄｔ，

其他双曲函数定义为：

ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）＝
ｄ
ｄｘｓｉｎｈｐ，ｑ

（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ）＝
ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）
ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）

．

以上定义表明以下恒等式成立：

ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）＋ｃｏｓ
ｐ
ｐ，ｑ
（ｘ）＝１，ｘ∈ ０，πｐ

，ｑ

２［ ］ （１０）

ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）ｐ － ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）ｑ＝１，ｘ∈ ［０，∞） （１１）

这些结果可以参看文献［１２－１３］。

这些函数在微分方程理论所出现的一些问题中起着重要的作用，如Ｄｒáｂｅｋ等［１４］所讨论的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边
值问题：对于Ｔ，λ＞０，ｐ，ｑ＞１，

（Φｐ（ｕ′（ｔ）））′＋λΦｑ（ｕ（ｔ））＝０，　ｔ∈ （０，Ｔ），

ｕ（０）＝ｕ（Ｔ）＝０，
其中Φｐ（ｓ）＝｜ｓ｜ｍ－２（ｓ≠０），Φｐ（０）＝０，他们发现这个问题的解中包含（ｐ，ｑ）广义三角函数，引起了国内外
学者对双参数三角函数的研究兴趣。当ｐ＝ｑ时，这些函数即退化成Ｌｉｎｄｑｖｉｓｔ所定义的依赖一个参数ｐ的
广义三角函数及广义双曲函数［１５］；当ｐ＝ｑ＝２时，即退化为常见的三角函数及双曲函数。

２　引　理

为论证主要结果需要引理１—引理４。其中：引理１见文献［１６］引理１和文献［１７］命题３．１；引理２和引
理３见文献［１８］引理４和引理３；引理４见文献［１９］定理１．２５。

引理１　对于ｐ，ｑ∈ （１，＋∞），当ｘ∈ ０，πｐ
，ｑ

２（ ）时，（ｐ，ｑ）－广义三角函数求导公式为：
ｄ
ｄｘｓｉｎｐ

，ｑ（ｘ）＝ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ） （１２）

ｄ
ｄｘｃｏｓｐ

，ｑ（ｘ）＝－
ｑ
ｐ
ｃｏｓ２－ｐｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｑ－１ｐ，ｑ（ｘ） （１３）

ｄ
ｄｘｔａｎｐ

，ｑ（ｘ）＝１＋
ｑ
ｐ
ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ－ｐｐ，ｑ（ｘ） （１４）

　　当ｘ∈ （０，∞）时，（ｐ，ｑ）－广义双曲函数求导公式为：

ｄ
ｄｘｓｉｎｈｐ

，ｑ（ｘ）＝ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ） （１５）

ｄ
ｄｘｃｏｓｈｐ

，ｑ（ｘ）＝
ｑ
ｐ
ｃｏｓｈ２－ｐｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｑ－１ｐ，ｑ（ｘ） （１６）

ｄ
ｄｘｔａｎｈｐ

，ｑ（ｘ）＝１－
ｑ
ｐ
ｓｉｎｈｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈ

－ｐ
ｐ，ｑ（ｘ） （１７）

引理２　当ｐ≥ｑ＞１时，函数ｆ１（ｘ）＝ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）·ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）从 ０，
πｐ，ｑ
２（ ）到（０，１）上严格单调递增，对于任

意ｐ≥ｑ＞１，当ｘ∈ ０，πｐ
，ｑ

２（ ）时，有ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）＜１。
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引理３　对于ｐ≥ｑ＞２，函数ｆ２（ｘ）＝
ｓｉｎｑ－２ｐ，ｑ（ｘ）

ｃｏｓｐ－２ｐ，ｑ（ｘ）
－
ｓｉｎｈｑ－２ｐ，ｑ（ｘ）

ｃｏｓｈｐ－２ｐ，ｑ（ｘ）
在 ０，πｐ

，ｑ

２（ ）上是严格单调递增的。
引理４　（ｌ′Ｈｐｉｔａｌ　ｒｕｌｅ）对于－∞ ＜ａ＜ｂ＜ ∞，设ｆ，ｇ：［ａ，ｂ］→Ｒ为两个实值函数，并都在［ａ，ｂ］

上连续，在（ａ，ｂ）可微，且ｆ（ａ）＝ｇ（ａ）＝０或ｆ（ｂ）＝ｇ（ｂ）＝０，并且在（ａ，ｂ）上ｇ′（ｘ）≠０，如果ｆ′／ｇ′在
（ａ，ｂ）上单调上升（下降），那么函数：

Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）

或Ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ｂ）

也在 （ａ，ｂ）上单调上升（下降）。同时若函数ｆ′／ｇ′的单调性是严格的，则函数Ｆ或函数Ｇ 的单调性也是严
格的。

３　主要结果

下面给出双参数广义正切函数以及广义双曲正切函数的算数平均、调和平均以及几何平均不等式性质。

定理１　对于ｘ ∈ ０，πｐ
，ｑ

２（ ），
ａ）当ｐ≥ｑ＞１时，成立不等式：

Ａ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ））＞ｘ （１８）

　　ｂ）当ｐ≥ｑ≥２时，成立不等式：

Ｈ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ））＞ｘ （１９）

　　推论１　对于ｐ≥ｑ≥２，ｘ ∈ ０，πｐ
，ｑ

２（ ），成立不等式：
Ｇ　ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）（ ）＞ｘ （２０）

　　定理２给出了双参数广义三角函数的Ｃｕｓａ－Ｈｕｙｇｅｎｓ型均值不等式性质。
定理２　当１＜ｐ≤ｑ≤２时，函数：

ｆ（ｘ）＝
ｌｎ［ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）／ｘ］

ｌｎ［（ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ））／（ｑ＋１）］

在 ０，πｐ
，ｑ

２（ ］上单调递增，并且成立不等式：
ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）
ｑ＋１（ ）α ＜ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｘ ＜

ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）
ｑ＋１（ ）β （２１）

其中：α＝ ｌｎ
２
πｐ，ｑ［ ］／ｌｎ ｐ

ｐ＋１［ ］，β＝１。
４　主要结果的证明

定理１的证明。

ａ）设函数ｇ１（ｘ）＝ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）＋ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ）－２ｘ，则ｇ１（０）＝０。 根据引理１求导式（１４）、式（１７）及恒等
式（１０）—（１１）可得：

ｇ′１（ｘ）＝
ｑ
ｐ
ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）
ｃｏｓｐｐ，ｑ（ｘ）

－
ｓｉｎｈｑｐ，ｑ（ｘ）
ｃｏｓｈｐｐ，ｑ（ｘ）［ ］＝ｑｐ １－ｃｏｓｐｐ，ｑ（ｘ）

ｃｏｓｐｐ，ｑ（ｘ）
－
ｃｏｓｈｐｐ，ｑ（ｘ）－１
ｃｏｓｈｐｐ，ｑ（ｘ）［ ］

＝
ｑ
ｐ

１
ｃｏｓｐｐ，ｑ（ｘ）

＋
１

ｃｏｓｈｐｐ，ｑ（ｘ）
－２［ ］，

　　由不等式（５）可知Ａ（ａ，ｂ）＞Ｇ（ａ，ｂ），取ａ＝１／ｃｏｓｐｐ，ｑ（ｘ），ｂ＝１／ｃｏｓｈｐｐ，ｑ（ｘ），有

ｇ′１（ｘ）≥
２ｑ
ｐ

１
ｃｏｓｐｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐｐ，ｑ（ｘ）槡 －１［ ］，

根据引理２可知，ｇ′１（ｘ）＞０，因此ｇ１（ｘ）在 ０，
πｐ，ｑ
２（ ）上单调递增，即ｇ１（ｘ）＞ｇ１（０）＝０。因此ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）＋
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ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ）＞２ｘ 在 ０，
πｐ，ｑ
２（ ）上恒成立，由算术平均Ａ 的定义，即可得到双参数正切函数与双曲正切函数的

算术均值不等式（１８）。

ｂ）设函数

ｇ２（ｘ）＝ｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）＋ｘｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）－２ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ），
则ｇ２（０）＝０。 根据引理１，求导可得：

ｇ′２（ｘ）＝２ｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）－ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）－ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）＋
ｑ
ｐ
ｘ［ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｑ－１ｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈ２－ｐｐ，ｑ（ｘ）－ｓｉｎｑ－１ｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ２－ｐｐ，ｑ（ｘ）］

＝－ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）［ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ）＋ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）－２ｘ］－
ｑ
ｐ
ｘｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）

ｓｉｎｑ－２ｐ，ｑ（ｘ）
ｃｏｓｐ－２ｐ，ｑ（ｘ）

－
ｓｉｎｈｑ－２ｐ，ｑ（ｘ）
ｃｏｓｈｐ－２ｐ，ｑ（ｘ）［ ］，　　　　

由引理３以及式（１８），可得ｇ′２（ｘ）＜０，因此当ｐ≥ｑ≥２时，ｇ２（ｘ）在 ０，
πｐ，ｑ
２（ ）上单调递减，所以ｇ２（ｘ）＜

ｇ２（０）＝０，即：

ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ）＋ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓｈｐ，ｑ（ｘ）＜
２
ｘｓｉｎｐ

，ｑ（ｘ）ｓｉｎｈｐ，ｑ（ｘ），

因此ｃｏｔｐ，ｑ（ｘ）＋ｃｏｔｈｐ，ｑ（ｘ）＜
２
ｘ
在 ０，πｐ

，ｑ

２（ ）上恒成立，由调和平均Ｈ 的定义，即可得到双参数广义正切函
数以及双曲正切函数的调和平均不等式（１９）。
推论１的证明。
利用均值不等式（５）可知Ｇ（ａ，ｂ）＞Ｈ（ａ，ｂ），以及均值不等式（１９），取ａ＝ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｂ＝ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ），有：

Ｇ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ））＝ ｔａｎｐ，ｑ（ｘ）·ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ槡 ）＞Ｈ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ））＞ｘ，
即可得到双参数广义正切函数以及双曲正切函数的几何平均不等式（２０）。
定理２的证明。

令ｈ１（ｘ）＝ｌｎ
ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）
ｘ

，ｈ２（ｘ）＝ｌｎ
ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）
ｑ＋１

，有ｈ１（０）＝ｈ２（０）＝０。 由式（１２）—（１３），求导可得：

ｈ′１（ｘ）
ｈ′２（ｘ）

＝
ｐ
ｑ
（ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）－ｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ））（ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ））

ｘｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ２－ｐｐ，ｑ（ｘ）
＝
ｐ
ｑ
ｈ１１（ｘ）
ｈ２２（ｘ）

，

其中ｈ１１（ｘ）＝（ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）－ｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ））（ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）），ｈ２２（ｘ）＝ｘｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ２－ｐｐ，ｑ（ｘ），因此ｈ１１（０）＝
ｈ２２（０）＝０。 再次求导整理可得：

　
ｈ′１１（ｘ）
ｈ′２２（ｘ）

＝
ｑ
ｐ

ｑｘ－ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）＋２ｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）
ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）＋ｑｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）－［ｑ（２－ｐ）ｘｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ

＝
ｑ
ｐ
１＋

－２ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）＋（２－ｑ）ｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）＋ｑｘ＋［ｑ（２－ｐ）ｘｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ
ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）＋ｑｘｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）－［ｑ（２－ｐ）ｘｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ［ ］

＝
ｑ
ｐ
１＋
ｑ＋（２－ｑ）ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）－２ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）／ｘ＋［ｑ（２－ｐ）ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ

ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）／ｘ＋ｑｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）＋［ｑ（ｐ－２）ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ［ ］
＝
ｑ
ｐ
１＋
ｈ３３（ｘ）
ｈ４４（ｘ）［ ］，

其中：

ｈ３３（ｘ）＝ｑ＋（２－ｑ）ｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）－２ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）／ｘ＋［ｑ（２－ｐ）ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ
＝ｑ－２ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）／ｘ＋［２（ｑ－ｐ）ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）＋ｐ（２－ｑ）］／［ｐｃｏｓｐ－１ｐ，ｑ（ｘ）］；

ｈ４４（ｘ）＝ｓｉｎｐ，ｑ（ｘ）／ｘ＋ｑｃｏｓｐ，ｑ（ｘ）＋［ｑ（ｐ－２）ｓｉｎｑｐ，ｑ（ｘ）ｃｏｓ１－ｐｐ，ｑ（ｘ）］／ｐ．　　　　　

显然当１＜ｐ≤ｑ≤２时，函数ｈ３３，ｈ４４在（０，
πｐ，ｑ
２
］上分别单调递增以及单调递减。因此根据引理４，可得函

数ｈ在（０，πｐ
，ｑ

２
］上单调递增。同时，
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ｈ（０＋）＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｈ′１（ｘ）
ｈ′２（ｘ）

＝
ｐ
ｑ
ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｈ１１（ｘ）
ｈ２２（ｘ）

＝
ｐ
ｑ
ｌｉｍ
ｘ→０＋

ｈ′１１（ｘ）
ｈ′２２（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｘ→０＋

１＋
ｈ３３（ｘ）
ｈ４４（ｘ）［ ］＝１，

以及

ｈ πｐ
，ｑ

２（ ）＝
ｌｎ　２ｓｉｎｐ，ｑ

πｐ，ｑ
２（ ）

πｐ，ｑ
／ｌｎ
ｑ＋ｃｏｓｐ，ｑ

πｐ，ｑ
２

ｑ＋１
＝ｌｎ

２
πｐ，ｑ
／ｌｎ

ｑ
ｑ＋１

。

因此可得到不等式（２１）。

５　结　论

本文得到了带有两个参数ｐ，ｑ的广义三角函数以及双曲函数的几个均值不等式，改进了已知结果，主
要结论有：

ａ）在定理１ａ）中，当ｐ＝ｑ＝２时，均值不等式Ａ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ））＞ｘ退化为ｔａｎ（ｘ）＋ｔａｎｈ（ｘ）＞
２ｘ，推广了文献［２０］中定理４．８的式４．１２。

ｂ）在定理１ｂ）中，当ｐ＝ｑ＝２时，均值不等式Ｈ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｈｐ，ｑ（ｘ））＞ｘ退化为ｃｏｔ（ｘ）＋ｃｏｔｈ（ｘ）＜
２
ｘ
，推广了文献［２０］中定理４．８的式４．１０。

ｃ）在推论１中，当ｐ＝ｑ＝２时，均值不等式Ｇ（ｔａｎｐ，ｑ（ｘ），ｔａｎｐ，ｑ（ｘ））＞ｘ退化为ｔａｎ（ｘ）·ｔａｎｈ（ｘ）＞
ｘ２，推广了文献［２０］中定理４．８的式４．１１。

ｄ）在定理２中，当ｐ＝ｑ＝２时，不等式（２１）即退化为

２＋ｃｏｓｘ
３（ ）

ｌｎ２－ｌｎπ
ｌｎ２－ｌｎ３

＜
ｓｉｎｘ
ｘ ＜

２＋ｃｏｓｘ
３

，

即不等式（２１）推广了三角函数的Ｃｕｓａ－Ｈｕｙｇｅｎｓ型不等式（９）。同时当ｐ＝ｑ时，此定理推广了文献［２１］中
的定理３．９。
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［１１］Ｓáｎｄｏｒ　Ｊ，Ｂｈａｙｏ　Ｂ　Ａ．Ｏｎ　ｃｅｒｔａｉｎ　ｎｅｗ　ｍｅａｎｓ　ｇｅｎｅｒａｔｅｄ　ｂｙ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ［ＥＢ／ＯＬ］．（２０１２－０９－１１）

［２０２０－１０－２３］．ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ａｂｓ／１８０５．０６７６２．
［１２］Ｔａｋｅｕｃｈｉ　Ｓ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｊａｃｏｂｉａｎ　ｅｌｌｉｐｔｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　ｔｈｅｉｒ　ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｔｏ　ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ　ｗｉｔｈ　ｐ－

Ｌａｐｌａｃｉａｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１２（１），３８５：２４－３５．
［１３］Ｊｉａｎｇ　Ｗ　Ｄ，Ｗａｎｇ　Ｍ　Ｋ，Ｃｈｕ　Ｙ　Ｍ，ｅｔ　ａｌ．Ｃｏｎｖｅｘｉｔｙ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｓｉｎｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｓｉｎｅ

７４２第２期 钟根红等：双参数广义三角函数与双曲函数的几个均值不等式



ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ，２０１３，１７４：１－９．
［１４］Ｄｒáｂｅｋ　Ｐ，Ｍａｎáｓｅｖｉｃｈ　Ｒ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｌｏｓｅｄ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｔｏ　ｓｏｍｅ　ｎｏｎｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｗｉｔｈ　ｐ－Ｌａｐｌａｃｉａｎ［Ｊ］．

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｉｎｔｅｇｒａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，１９９９，１２（６）：７７３－７８８．
［１５］Ｌｉｎｄｑｖｉｓｔ　Ｐ．Ｓｏｍｅ　ｒｅｍａｒｋａｂｌｅ　ｓｉｎｅ　ａｎｄ　ｃｏｓｉｎｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｒｉｃｅｒｃｈｅ　ｄｉ　Ｍａｔｅｍａｔｉｃａ，１９９５，４４：２６９－２９０．
［１６］Ｂｈａｙｏ　Ｂ　Ａ，Ｓáｎｄｏｒ　Ｊ．Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅｉｒ　ｉｎｖｅｒｓｅｓ［Ｊ］．Ｉｓｓｕｅｓ　ｏｆ

Ａｎａｌｙｓｉｓ，２０１３，２０（２）：８２－９０．
［１７］Ｅｄｍｕｎｄｓ　Ｄ　Ｅ，Ｇｕｒｋａ　Ｐ，Ｌａｎｇ　Ｊ．Ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ，

２０１２，１６４（１）：４７－５６．
［１８］Ｍａ　Ｘ　Ｙ，Ｓｉ　Ｘ　Ｂ，Ｚｈｏｎｇ　Ｇ　Ｈ，ｅｔ　ａｌ．Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ／ＯＬ］．Ｏｐｅｎ

Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２０２０，１８（１）：１５８０－１５８９．ｈｔｔｐｓ：／／ｗｗｗ．ｄｅｇｒｕｙｔｅｒ．ｃｏｍ／ｄｏｃｕｍｅｎｔ／ｄｏｉ／１０．１５１５／ｍａｔｈ－２０２０－００９６／ｈｔｍｌ．
［１９］Ａｎｄｅｒｓｏｎ　Ｇ　Ｄ，Ｖａｍａｎａｍｕｒｔｈｙ　Ｍ　Ｋ，Ｖｕｏｒｉｎｅｎ　Ｍ．Ｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｉｎｖａｒｉａｎｔｓ，Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｎｄ　Ｑｕａｓｉｃｏｎｆｏｒｍａｌ　Ｍａｐｓ［Ｍ］．

Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｊｏｈｎ　Ｗｉｌｅｙ　ａｎｄ　Ｓｏｎｓ，１９９７：１０．
［２０］Ｓａｎｄｏｒ　Ｊ．Ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　Ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ－Ａ　ｎｏｔｅ　ｏｎ　ｃｅｒｔａｉｎ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ａｎｄ　ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［ＥＢ／ＯＬ］（２０１１－０５－０２）［２０２０－１２－１０］．ｈｔｔｐｓ：／／ａｒｘｉｖ．ｏｒｇ／ａｂｓ／１１０５．０８５９．
［２１］Ｈｕａｎｇ　Ｌ　Ｇ，Ｙｉｎ　Ｌ，Ｗａｎｇ　Ｙ　Ｌ，ｅｔ　ａｌ．Ｓｏｍｅ　ｗｉｌｋｅｒ　ａｎｄ　ｃｕｓａ　ｔｙｐｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ　ａｎｄ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ［Ｊ／ＯＬ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ａｎｄ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２０１８，５２（２０１８－０３－０２）［２０２０－１０－２３］．ｈｔｔｐｓ：／／ｄｏｉ．ｏｒｇ／

１０．１１８６／ｓ１３６６０－０１８－１６４４－８．

（责任编辑：康　锋）

８４２ 　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报（自然科学版） ２０２１年　第４５卷


