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Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程晶核成长模型及其数值算法

王　玮，徐定华
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：在高性能催化剂颗粒的制备过程中，介尺度晶核成核与生长可描述为一类非线性耦合的三维 Ｖｏｌｔｅｒｒａ
型积分方程模型。针对该模型，首先根据均 相 成 核 理 论，进 行 先 验 信 息 假 设，获 得 了 同 时 反 演 成 核 率 和 生 长 率 的 唯

一性结论；然后针对该反问题的不稳定性和数值格式的病态性，提出了该反问题的正则化方法，构造了数值算法，数

值算例结果验证了数值算法的有效性。理论 结 果 及 数 值 模 拟 结 果 显 示 了 介 尺 度 成 核 与 生 长 规 律，可 为 催 化 剂 制 备

提供一定的科学依据。
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０　引　言

沉淀铁基催化剂制备过程是化工领域中的重要研究内容［１］。沉淀铁基催化剂的制备由小尺度过程、介

尺度过程及大尺度过程组成。其中介尺度过程就是纳米尺度的晶核或簇体，经过结晶生长、粒子聚集，演变

为具有纳米或微米尺度的一次粒子和具有三维立体结构的二次团聚粒子的过程。但在化工中，因为介尺度

过程中的成核率及生长率未知，无法获知人为操作对成核及生长的影响，所以往往难以制备满足催化剂性能



要求的一次粒子或二次团聚粒子。
为了理解介尺度晶核成核与生长的原理，相关学者进行了大量研究。Ｃｕｉ等［２］认为，在沉淀法制备铁基

催化剂过程中，需进一步研究催化剂晶核形成与生长机理。刘光照等［３］发现，稀溶液中晶核成核与生长过程

可应用均相成核理论解释。Ｌｉｕ等［４］则对催化剂制备过程建立了时间锥上的双重双曲偏微分方程模型，但

是并未进行数值求解。Ｘｕ等［５］对在稀溶液中长方体域内介尺度过程建立抛物型方程模型，并求解了该模型

的的反源问题。本文考虑在稀溶液中圆柱体域内铁基催化剂制备中的介尺度过程。介尺度过程可由第一类

Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程来刻画。本文讨 论 了 在 已 知 积 分 方 程 右 端ｇ（ｘ，τ）的 条 件 下，重 建 被 积 函 数（成 核 率

α（ｙ，ｓ）和生长率ρ（τ））的问题。
关于Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分方程的理论与数值求解方法，有不少经典理论和算法。关于线性Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方

程，首先路可见等［６］、Ｌｉｎｚ［７］已经证明，在已知核和扰动数据的情形下，该方程解的存在唯一性，并构造了一

维情形下该方程的正则化方法。Ｋａｌｔｅｎｂａｃｈｅｒ［８］证明，用中点求积公式求解该方程是一阶收敛的。而关于

非线性第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程的理论证明，Ｏｋｒａｓｉńｓｋｉ［９］首先证明，在已知单调绝对连续核和精确数据

满足非递减且绝对连续的条件下，该种方程非平凡解的存在性。Ｎｅｄａｉａｓｌ等［１０］证明，在连续核和精确数据

是勒贝格（Ｌｅｂｅｓｇｕｅ）可测函数时，该种方程解存在且唯一。关于非线性第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程的数值

求解，Ｌａｍｍ等［１１］证明，用序列Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正 则 化 算 法 求 解 该 种 积 分 方 程 是 一 阶 收 敛 的。Ｍｅｓｓｉｎａ等［１２］证

明，运用Ｌｅｇｅｎｄｒｅ－Ｇａｕｓｓ配置方法求解非线性第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程是稳定的。
本文考虑的Ｖｏｌｔｅｒｒａ积分方程是时间锥上非经典、非线性情形，涉及的两个函数（成核率α（ｙ，ｓ）与晶

核成长速率ρ（τ））耦合在此方程中，须同时决定。本文根据均相成核理论，提出先验信息假设，进而获得其

解的唯一性结果。这类不适定的积分方程，离散后转化为两个病态的线性方程组，本文采用正则化方法，构

造其稳定化算法，由此获得满足精度要求的近似解，并通过数值算例验证算法的有效性。

１　预备知识

稀溶液条件下的介尺度晶核成长过程中，成核率α（ｙ，ｓ）与晶核径向生长率ρ（τ）满足第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ
型积分方程：

∫
ε（ｘ，ｔ）

α（ｙ，ｓ）ｄ（ｙ，ｓ）＝ｆ１（ｘ，ｔ），（ｘ，ｔ）∈Ω×［０，ｔｆ］ （１）

右端项为

ｆ１（ｘ，ｔ）＝－ｌｎ（１－∫
ｔ

０
ｇ（ｘ，τ）ｄτ） （２）

其中：０≤∫
ｔ

０
ｇ（ｘ，τ）ｄτ≤１；ε（ｘ，ｔ）＝｛（ｙ，ｓ） ｙ－ｘ ＜∫

ｔ

ｓ
ρ（τ）ｄτ｝为时间锥；ε（ｘ，ｔ）为该锥的闭包；ｙ＝

（ｙ１，ｙ２，ｙ３）Ｔ ∈ΩＲ３；ｔ是时间变量；０＜ｔｆ ＜ ∞ 为固定常数；Ω 是底面半径为Ｒ 且高为Ｈ 的圆柱体域

Ω＝｛ｘ＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３）Ｔ　ｘ２１＋ｘ２２ ＜Ｒ，０≤ｘ３ ≤Ｈ｝的闭包。固定ρ（τ）∈Ｌ
２（［０，ｔｆ］），令积分算子Ｋ：

Ｌ２（ε（ｘ，ｔ））→Ｌ２（Ω×［０，ｔｆ］），那么：

α（ｙ，ｓ） Ｋα（ｙ，ｓ）＝∫
ε（ｘ，ｔ）

α（ｙ，ｓ）ｄ（ｙ，ｓ）。

　　定理１　Ｌ２（Ω×［０，ｔｆ］）是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间；对任意固定的 （ｘ，ｔ）∈Ω×［０，ｔｆ］，Ｌ２（ε（ｘ，ｔ））是Ｈｉｌｂｅｒｔ
空间。

定理显然成立。
定理２　积分算子Ｋ：Ｌ２（ε（ｘ，ｔ））→Ｌ２（Ω×［０，ｔｆ］）为紧算子。

证明　设Ｓ为Ｌ２（ε（ｘ，ｔ））的有界集，则要证明Ｋ（Ｓ）是一紧集。显然Ｋ（Ｓ）是一致有界的，因为存在常

数Ｍ ＞０，使得对一切α（ｙ，ｓ）∈Ｓ均有 ‖α（ｙ，ｓ）‖Ｌ２（ε（ｘ，ｔ））≤Ｍ 时，

‖Ｋα（ｙ，ｓ）‖Ｌ２（Ω×［０，ｔ　ｆ］）≤ （∫
Ω×［０，ｔ　ｆ］

（∫
ε（ｘ，ｔ）

α（ｙ，ｓ）２ｄ（ｙ，ｓ）∫
ε（ｘ，ｔ）

ｄ（ｙ，ｓ））ｄ（ｘ，ｔ））
１
２

≤Ｍｂ，
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其中：ｂ＝ Ｖε（ｘ，ｔ）ＶΩ×［０，ｔｆ槡 ］；Ｖε（ｘ，ｔ）是ε（ｘ，ｔ）的体积；ＶΩ×［０，ｔ　ｆ］是Ω×［０，ｔｆ］的体积。

再证Ｋ（Ｓ）是等度连续的。Ｋ是连续映射，ε＞０，存在０＜δ（ε）≤
ε
ｂ
，当α１（ｙ，ｓ），α２（ｙ，ｓ）∈Ｓ，

‖α１（ｙ，ｓ）－α２（ｙ，ｓ）‖Ｌ２（ε（ｘ，ｔ））＜δ（ε）时，有：

‖Ｋα１（ｙ，ｓ）－Ｋα２（ｙ，ｓ）‖Ｌ２（Ω×［０，ｔ　ｆ］）≤ ∫
Ω×［０，ｔ　ｆ］
∫
ε（ｘ，ｔ）

α１（ｙ，ｓ）－α２（ｙ，ｓ）２ｄ（ｙ，ｓ）∫
ε（ｘ，ｔ）

ｄ（ｙ，ｓ）（ ）ｄ（ｘ，ｔ）（ ）
１
２

≤ε，

这说明Ｋ（Ｓ）为等度连续。由Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理可知，Ｋ（Ｓ）Ｌ２（Ω×［０，ｔｆ］）是一紧集，Ｋ为紧算子。
根据上述两个定理可知，Ｋ为无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的紧算子，其逆算子无界，故稀溶液下Ｖｏｌｔｅｒｒａ型

积分方程是不稳定的。有关第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程不稳定的内容可参见Ｋｒｅｓｓ等所著文献［１３］。

２　积分方程的条件适定性

２．１　先验信息

Ｃａｐａｓｓｏ等［１４］发现，均相成核可平均化的条件为：

ａ）成核率和成核数目都非常大；

ｂ）生长率和晶核颗粒都是非常小；

ｃ）典型的温度扩散尺度（宏观尺度）远大于典型的晶体尺度（微观尺度）。

Ｍａｒｔｉｎｅｚ等［１５］依据条件ａ）—ｃ）给出了一次成核过程中随时间和温度变化的成核率表达式，它与空间变

量ｙ无关，即

α（ｓ）＝η（Ｔ）ｅ－τ０
／ｓ，

其中：诱导期的时长τ０ 满足０＜τ０ ＜ｓ≤ｔｆ。 由阿伦尼乌斯公式（Ａｒｒｈｅｎｉｕｓ　ｅｑｕａｔｉｏｎ）可给出速率η的表

达式：

η（Ｔ）＝ｃｅ－Ｅａ／（ｂＴ）。
其中：ｂ为摩尔气体常量，Ｊ／（ｍｏｌ·Ｋ）；Ｔ 为热力学温度，Ｋ；Ｅａ为表观活化能，Ｊ／ｍｏｌ；ｃ为指前因子（也称

频率因子），与速率η单位相同。结合Ｘｕ等［５］对稀溶液中介尺度晶核成核与生长过程提出的假设，可给出

速率η的平均信息：

γ＝
１

Ｔ２ －Ｔ１∫
Ｔ２

Ｔ１
η（Ｔ）ｄＴ，

其中：γ为待定正参数；η（Ｔ）表示温度Ｔ 的函数。另外在化工中，３４０．１５Ｋ≤Ｔ１ ＜Ｔ２ ≤３６４．１５Ｋ。
由以上先验条件及假设，现设Φ１＝｛αα（ｓ）＝γｅ－τ０／ｓ ≥０，ｓ∈ ［０，ｔｆ］｝。 将其作为先验信息α（ｓ）∈

Φ１ 代入式（１）有

γ∫
ｔ

０
ｅ－τ０／ｓｄｓ∫ｙ－ｘ ≤∫

ｔ
ｓρ
（τ）ｄτ
ｄｙ＝ｆ１（ｘ，ｔ） （４）

对式（４）采用球面坐标系

ｙ１＝ｒｓｉｎθｃｏｓφ＋ｘ１
ｙ２＝ｒｓｉｎθｓｉｎφ＋ｘ２
ｙ３＝ｒｃｏｓθ＋ｘ３
烅
烄

烆

，可将时间锥的闭包记为ε（ｘ，ｔ）＝（ｘ，ｔ）＋｛（ｒ，θ，φ，ｔ）≤

０≤φ ≤２π，０≤θ≤π，０≤ｒ≤∫
ｔ

ｓ
ρ（τ）ｄτ，０≤ｔ≤ｔｆ｝。 进一步地，对 式（４）两 端 先 后 关 于ｙ 和ｘ 积

分，化为

ａ∫
ｔ

０
γｅ－τ０／ｓ （∫

ｔ

ｓ
ρ（τ）ｄτ）

３

ｄｓ＝ｆ（ｔ） （５）

其中：ｆ（ｔ）＝∫Ω
ｆ１（ｘ，ｔ）ｄｘ；ａ＝（４π２　Ｒ２　Ｈ）／３。 式（５）等价于两个一维第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程

ａ∫
ｔ

０
γｅ－τ０／ｓ　Ｋ（ｔ，ｓ）ｄｓ＝ｆ（ｔ） （６）

∫
ｔ

ｓ
ρ（τ）ｄτ＝Ｋ

１／３（ｔ，ｓ） （７）
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因此，求解式（５）中α（ｓ），ρ（τ）的反问题等价于求解式（５）或式（６）—（７）中的γ，τ０，ρ（τ）。

２．２　成核率与生长率的唯一性

引理１　如果固定ρ（τ）∈Ｃ（［０，ｔｆ］）或者ρ（τ）∈Ｌ
２（［０，ｔｆ］），那么由式（７）可唯一确定核Ｋ（ｔ，ｓ），此

时式（６）在Ｃ（［０，ｔｆ］）或者Ｌ２（［０，ｔｆ］）中解α（ｓ）存在且唯一。

证明见路可见等所著文献［６］。

引理２　若固定α（ｓ）＝γｅ－τ０／ｓ∈Φ１，方程（６）亦为第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型方程，它在Ｃ（［０，ｔｆ］×［０，ｔｆ］）中

存在唯一解Ｋ（ｔ，ｓ），从而ρ（τ）被唯一决定。

证明　存在性的证明见Ｏｋｒａｓｉńｓｋｉ所著文献［９］。现给出唯一性证明，即证明：式（６）对固定的α（ｓ）有

唯一解Ｋ（ｔ，ｓ）等价于方程（８）有且仅有零解，即

ａ∫
ｔ

０
α（ｓ）Ｋ（ｔ，ｓ）ｄｓ＝０ （８）

仅有零解Ｋ１（ｔ，ｓ）＝０。 用反证法，若不然，存在Ｋ１（ｔ，ｓ）≠０是方程（８）的解。因为α（ｓ）∈Φ１ 即α（ｓ）≥

０，ｓ∈ ［０，ｔｆ］，而当ｓ＜ｔ时，Ｋ１（ｔ，ｓ）＝（∫
ｔ

ｓ
ρ（τ）ｄτ）

３

＞０，又α（ｓ），Ｋ１（ｔ，ｓ）为连续函数，故

ａ∫
ｔ

０
α（ｓ）Ｋ（ｔ，ｓ）ｄｓ＞０，

与假设矛盾。证毕。

为了方便，以下简记ρ（τ）为ρ，α（ｓ）为α。 令

Φ２＝｛ρ∈Ｃ（［０，ｔｆ］）ρ≥０，τ∈ ［０，ｔｆ］｝，
则有定理３。

定理３　如果 （α，ρ）∈Φ１×Φ２，那么方程（５）的解γ，τ０，ρ唯一。

证明　首先，证明若τ０，ρ已知，则γ可由τ０，ρ唯一决定。事实上，方程（６）两端关于ｔ在［０，ｔｆ］上积分

并移项，即得γ的表达式，其表达式为

γ＝∫
ｔ　ｆ

０

ｆ（ｔ）
ａ ｄｔ／∫

ｔ　ｆ

０∫
ｔ

０
ｅ－τ０／ｓ （∫

ｔ

ｓ
ρｄτ）

３

ｄｓｄｔ。

所以当τ０，ρ已知时，上式可以得到唯一的γ。

其次，证明τ０，ρ的唯一性。证明方程（６）的解α，ρ唯一等价于证明方程（９）有且仅有零解，即

∫
ｔ

０
ｅ－τ０／ｓ （∫

ｔ

ｓ
ρｄτ）

３

ｄｓ＝０ （９）

仅有零解τ０＝０，ρ＝０。 用反证法，若不然，即存在τ０ ≠０或者ρ≠０是方程（９）的解。若τ０ ≠０则有ｅ－τ０／ｓ

＞０，而当ｓ＜ｔ时，即ρ∈Φ２，因此 （∫
ｔ

ｓ
ρｄτ）

３

＞０，则有∫
ｔ

０
ｅ－τ０／ｓ（∫

ｔ

ｓ
ρｄτ）

３

ｄｓ＞０与假设矛盾。若ρ≠０，同

理也可推出矛盾。

综上可知，唯一性得证。

２．３　离散格式及不稳定性

现给出式（６）—（７）的离散格式，具体操作如下。

将区间 ［０，ｔｆ］划分为Ｎ 等份，分点为ｔｎ＝ｎｈ，ｈ＝
ｔｆ
Ｎ
，ｎ＝１，２，…，Ｎ。 先在区间 ［ｔ１，ｔｎ］（ｎ＝１，２，…，

Ｎ ）求和，并对ｔ离散得：

ａ∑
ｎ

ｉ＝１∫
ｔｉ

ｔｉ－１

Ｋ（ｔｎ，ｓ）γｅ－τ０／ｓｄｓ＝ｆ（ｔｎ），　ｎ＝１，２，…，Ｎ，

再在每个子区间 ［ｔｉ－１，ｔｉ］，ｉ＝１，２，…，ｎ上采取右矩形公式，式（６）离散化为：

ａ∑
ｎ

ｉ＝１
ｈＫ（ｔｎ，ｔｉ）γｅ－τ０／ｔｉ ＝ｆ（ｔｎ），　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１０）

同理，采用右矩形公式对式（７）进行离散化，可得：
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∑
ｎ

ｊ＝ｉ
ｈρ（ｔｊ）＝Ｋ

１／３（ｔｎ，ｔｉ），　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１１）

将初始时刻ｔ０ 单独计算后，再记ｆｎ ＝（ｆ（ｔ１），ｆ（ｔ２），…，ｆ（ｔｎ））Ｔ，ρｎ ＝（ρ（ｔ１），ρ（ｔ２），…，ρ（ｔｎ））
Ｔ，

αｎ ＝

γｅ－τ０／ｔ１　 ０ … ０

γｅ－τ０／ｔ１ γｅ－τ０／ｔ２　 ０ ０
   

γｅ－τ０／ｔ１ γｅ－τ０／ｔ２ … γｅ－τ０／ｔｎ

烄

烆

烌

烎

，　Ｄｎ ＝

１　 ０ … ０
１　 １ … ０
   

１　 １ … １

烄

烆

烌

烎

，　Ｋｎ ＝

Ｋ（ｔｎ，ｔ１）

Ｋ（ｔｎ，ｔ２）


Ｋ（ｔｎ，ｔｎ）

烄

烆

烌

烎

，

所以式（１０）—（１１）写成矩阵形式为：

ａｈαｎＫｎ ＝ｆｎ，　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１２）

ｈＤｎρｎ ＝Ｋ
１／３
ｎ ，　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１３）

其中：Ｋ１／３
ｎ 指对Ｋｎ 中每个元素开三次方。

下面，证明对式（１２）—（１３）求解γ，τ０，ρ的不稳定性。

先证明已知ρ即矩阵ρｎ 时，对式（１２）—（１３）求解γ，τ０ 的不稳定性。由方程（１３）可知，ρｎ 已知即Ｋｎ 已

知，故只需证关于式（１２）在已知Ｋｎ 时，不能稳定求解γ，τ０。 当ｎ＝Ｎ 时，方程（１２）可改写为：

ａｈ∏
Ｎ

ｉ＝１
γｅ－τ０／ｔｉ　ＤＮＫＮ ＝ａｈγＮｅ－τ０∑

Ｎ

ｉ＝１
１／ｔｉ（ ）ＤＮＫＮ ＝ｆＮ （１４）

由方程（１４）可知，当Ｎ → ∞ 即ｈ→０时，右端的微小误差可引起解的巨大误差，不能直接离散求近似解，所
以需用正则化方法求解方程（６）的解γ，τ０。

再证明已知γ，τ０ 时，对式（１２）—（１３）求解ρ即矩阵ρｎ 的不稳定性。根据式（１２）可知，当已知γ，τ０ 时，

Ｋｎ 可被唯一确定，故只需证在式（１３）中不能由Ｋｎ 稳定求解矩阵ρｎ。 进一步分析可知，式（１３）是经过式（７）

和式（１１）得到，所以该证明等价于证明式（１１）中不能由Ｋｎ 稳定求解ρ。令式（７）中ｓ＝０，再对式（１１）采用右

矩形公式进行离散化。然后，令式（１１）中ｎ＝Ｎ，并记Ｋ０＝（Ｋ（ｔ１，０），Ｋ（ｔ２，０），…，Ｋ（ｔＮ，０））Ｔ 可得：

ｈＤＮρＮ ＝Ｋ１
／３
０ （１５）

当ｈ→０时，直接数值求导会导致不稳定，故需采用正则化稳定化算法求解方程（６）。
综上可知，求解式（１２）—（１３）必须使用正则化方法，所以本文将在第三节给出正则化方法和一个稳定化

的数值算法。

３　正则化方法及数值算法

３．１　正则化方法

此处介绍在式（１２）—（１３）中，已知γ，τ０ 即矩阵αｎ 时，求解ρ即矩阵ρｎ 的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法。而在

式（１２）—（１３）中，已知ρ即矩阵ρｎ 时，求解γ，τ０ 的Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法可类似建立，此处省略。
关于方程（１２），当确定矩阵αｎ 时，利用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法得到Ｋｎ，即求泛函

Ｊλ（Ｋｎ）＝１／２‖ａｈαｎＫｎ －ｆδｎ‖２２＋λ／２‖Ｋｎ‖２２，　ｎ＝１，２，…，Ｎ
的极小元，其中：λ＞０为正则化参数。该极小化问题等价于下述Ｅｕｌｅｒ方程：

Δ

Ｊλ（Ｋｎ）＝（（ａｈ）２αＴｎαｎ ＋λＩ）Ｋｎ －ａｈαＴｎｆδｎ ＝０ （１６）
进而对式（１６）关于λ求导得：

（（ａｈ）２αＴｎαｎ ＋λＩ）
ｄＫｎ
ｄλ ＝－

Ｋｎ （１７）

其中：Ｉ为ｎ×ｎ维单位阵。再由 Ｍｏｒｏｚｏｖ偏差原理确定正则化参数：

Ｆ（λ）＝‖ａｈαｎＫｎ －ｆδｎ‖２２－δ２＝０，　ｎ＝１，２，…，Ｎ （１８）

用牛顿迭代法来数值求解式（１８）的根，其中：

ｄＦ（λ）
ｄλ ＝２ａｈαＴｎ（ａｈαｎＫｎ －ｆδｎ）

ｄＫｎ
ｄλ ＝

２λ‖ａｈαｎ
ｄＫｎ
ｄλ ‖

２

２
＋２λ２ ‖

ｄＫｎ

ｄλ ‖
２

２
（１９）
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接着，利用求解得到的Ｋｎ，对式（１３）利用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化方法求解ρｎ，过程仿照式（１６）—（１９）。

３．２　数值算法及步长选择

首先，该数值算法的步骤分为以下四步。

第一步，初始化。输入初始迭代次数ｌ＝１，数ａ，λ，γ（１），τ（１）和随机误差δ。给定扰动数据ｆδ 以及数值

精度ｗ。 按照α（ｌ）
ｊ ＝γ（ｌ）ｅ－τ

（ｌ）０ ／ｔｊ，（ｊ＝１，２，…，ｎ）给定初始矩阵α（ｌ）
ｎ 。 其中：α（ｌ）

ｎ ，（ｊ＝１，２，…，ｎ）代表初始

矩阵α（ｌ）
ｎ 中第ｊ列的元素；上标 （ｌ）表示迭代次数。

第二步，关于式（１２）—（１３）做交叉迭代。

ａ）给定初始α（ｌ）
ｎ 按式（１２）重构，采用３．１节的正则化格式求得Ｋ（ｌ）

ｎ ，（ｎ＝１，２，…，Ｎ），过程为式（１６）—
（１９）。再由Ｋ（ｌ）

ｎ 按式（１３）重构ρ
（ｌ）
ｎ 过程仿照式（１６）—（１９）。

ｂ）采用最速下降法求解迭代矩阵α（ｌ＋１）
ｎ 。

ｃ）由迭代矩阵α（ｌ＋１）
ｎ 按 式（１２）采 用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正 则 化 方 法 求 解Ｋ（ｌ＋１）

ｎ ，过 程 为 式（１６）—（１９）。再 由

Ｋ（ｌ＋１）
ｎ 按式（１３）重构ρ

（ｌ＋１）
ｎ 过程仿照式（１６）—（１９）。

第三步，判断是否 满 足 终 止 条 件 即 式（２０）。若 满 足 式（２０）则 进 入 第 四 步。若 不 满 足 终 止 条 件，则 将

ρ
（ｌ＋１）
ｎ 的值赋给ρ

（ｌ）
ｎ ，ｌ＋１的值赋给ｌ，进入第二步直到满足终止条件进入第四步。

‖ρ
（ｌ＋１）
ｎ －ρ

（ｌ）
ｎ ‖２ ≤ｗ 且‖α（ｌ）

ｎ －α（ｌ＋１）
ｎ ‖２ ≤ｗ （２０）

　　第四步，由最终满足精度ｗ 的迭代次数Ｍ，确定α（Ｍ＋１）
ｎ ，ρ

（Ｍ＋１）
ｎ 并输出α（Ｍ＋１）

ｎ ，ρ
（Ｍ＋１）
ｎ 的图像以及最终误

差。
由上述步骤可知，必须确定最优步长ｈ，使算法导致的误差最小，从而保证算法有效运行。该数值算法

中步长ｈ的选择规则可经如下过程确定：
首先，分 析 扰 动 数 据 带 来 的 误 差 何 时 最 小，故 如 果 方 程 （１）的 右 端 为 扰 动 数 据 ｆδ１ 且 满 足

‖ｆδ１－ｆ１‖Ｌ２（Ω×［０，ｔ　ｆ］）≤δ，那么关于式（５）有

‖ｆδ－ｆ‖Ｌ２（［０，ｔ　ｆ］）＝‖∫
Ω

（ｆδ１－ｆ１）ｄｘ‖
Ｌ２（［０，ｔ　ｆ］）

＝∫
ｔ　ｆ

０

（∫
Ω

（ｆδ１－ｆ１）ｄｘ）
２

ｄｔ［ ］１／２ ≤

∫
ｔ　ｆ

０

（ＶΩ∫
Ω

（ｆδ１－ｆ１）２ｄｘ）ｄｔ［ ］１／２＝ ＶΩ槡 ‖ｆδ１－ｆ１‖Ｌ２（Ω×［０，，ｔ　ｆ］）≤ ＶΩ槡 δ。

其中：ＶΩ 表示圆柱体域的闭包Ω 的体积；第一个≤是基于 Ｈｌｄｅｒ不等式。

接着，分析由数值格式带来的误差何时最小，即由于数值离散，式（１２）右端往往有误差，可视为由ｆδｎ ＝
（ｆδ（ｔ１），ｆδ（ｔ２），…，ｆδ（ｔｎ））Ｔ 给出，则：

‖ｆδｎ －ｆｎ‖２２＝∑
ｎ

ｉ＝１

（ｆδ（ｔｉ）－ｆ（ｔｉ））２ ≤
１
ｈ
［∫
ｔ　ｆ

０
ｆδ（ｔｉ）－ｆ（ｔｉ）２ｄｔ＋Ｏ（ｈ２）］≤

１
ｈ
（ＶΩδ２＋Ｏ（ｈ２））＝Ｏ

δ２

ｈ ＋ｈ（ ），　ｎ＝１，２，…，Ｎ （２１）

　　综合式（２１）和基本不等式可知，当步长ｈ等于误差δ时，方程（１２）右端扰动数据离散所得矩阵ｆｎ 误差

最小。

４　数值实验

在２０００ｍＬ的烧杯（高为０．１９５ｍ，底面直径为０．１３８ｍ）中，采用表１中四组初始参数，利用本文所构

造的数值算法，用 Ｍａｔｌａｂ进行数值模拟使用沉淀法制备铁基催化剂的过程。表１—表２中数据均取两位有

效数字。
在第１组参数下，根据Ｌ曲线方法选择的初始正则化参数结果如图１所示，这里的拐点在３．６×１０－８处

取得，即３．６×１０－８为第一组数据的最佳正则化参数，图１中的范数均取二范数。
在第一组参数下的数值结果及误差结果如图２—图３所 示。α＊、ρ＊ 分 别 为 成 核 率 和 生 长 率 的 真 实 函

数，而α和ρ均为由数值算法得到的数值解。
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表１　四组实验的初始参数选择

组号 ｔｆ α＊ ρ＊ δ ｗ α（１）ｊ λ

１　 ２０　 ４ｅ－
４
ｓ

１
１＋ｔ

０．１０　 １．０×１０－３　 ｅ－
１
ｓｊ ３．６×１０－８

２　 ２０　 ２ｅ－
２
ｓ ２　ｔ　 ０．１０　 １．０×１０－３　 ｅ－

１
ｓｊ ２．２×１０－７

３　 ４０　 ２ｅ－
２
ｓ

１
１＋ｔ

０．１０　 １．０×１０－３　 ｅ－
１
ｓｊ １．１×１０－８

４　 ４０　 ４ｅ－
４
ｓ

１
１＋ｔ

０．１０　 １．０×１０－３　 ｅ－
１
ｓｊ ４．５×１０－８

　　注：α＊ 和ρ＊ 分别为成核率α和生长率ρ的真实函数。

图１　解范数与剩余范数的关系曲线

图２　成核率与时间的关系图 图３　生长率与时间的关系图

表２　四组数据在无穷范数下的相对误差结果

组号 ‖α－α＊ ‖∞

‖α＊‖∞

‖ρ－ρ＊ ‖∞

‖ρ＊ ‖∞

１　 ０．０４　 ０．０９
２　 ０．０２　 ０．１１
３　 ０．０２　 ０．０８
４　 ０．０５　 ０．０７

　　　注：α＊ 和ρ＊ 分别为成核率α＊ 和生长率ρ＊

　的在节点上形成的向量。

　　该数值算法在表１的四组参数下，反演出的成核率和生长

率以及真实的成核率与生长率在无穷范数下的相对误差结果见

表２。
由表２中数据，比较１、２组和３、４组会发现，对于不同的生

长率，该算法求解第一类Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程（５），不论选择初

始α（１）
ｊ 距离真解α＊ 的远近，数值反演出的生长率和成核率与真

实的成核率和生长率的相对 误 差 均 在１０％上 下。比 较１、３和

２、４组可知，区间 ［０，ｔｆ］长度对数值反演出的生长率和成核率

与真实的成核率和生长率的相对误差影响小，说明该数值算法计算较大区间问题仍然适用。

５　结　语

本文引入均相成核理论，将其转化为积分方程解的先验信息，据此解决了稀溶液情形下成核率与生长率

同时唯一决定的问题。另外，本文为不稳定的高维非线性 Ｖｏｌｔｅｒｒａ型积分方程提供了稳定化的数值算法，
解决了成核率与生长率同时决定问题。同时，运用上述数值算法进行了成核率与生长率反演的数值模拟，数
值实验表明相对误差在１０％左右。

本文对介尺度成核规律进行了探索，但本文得出的结论仅适用于稀溶液下的介尺度成核与生长过程，在
以后的研究中需进一步探索正常浓度下介尺度成核的模型及数值求解算法。
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