
浙江理工大学学报，２０１９，４１（４）：５１７－５２１
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｚｈｅｊｉａｎｇ　Ｓｃｉ－Ｔｅｃｈ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ
ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１６７３－３８５１（ｎ）．２０１９．０４．０１５

收稿日期：２０１８－１２－１４　　网络出版日期：２０１９－０２－２８

基金项目：浙江省教育厅科研项目 （Ｙ２０１６３５３８７，Ｙ２０１８４００２３）；浙江机电职业技术学院科研项目（Ａ０２７１１７０２１）；浙江省高等学校访问学

者项目（ＦＸ２０１８０９３）

作者简介：王　飞（１９８５－　），男，陕西渭南人，讲师，硕士，主要从事拟共形映射、特殊函数方面的研究。

广义Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数的单调性及不等式

王　飞１，周培桂２

（１．浙江机电职业技术学院数学教研室，杭州３１００５３；２．浙江理工大学科技与艺术学院，浙江上虞３１２３００）

　　摘　要：借助单调性ｌ’Ｈｐｉｔａｌ法则等分 析 工 具，揭 示 广 义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏 差 函 数、反 双 曲 正 切 函 数、初 等 函

数的组合单调性，并建立广义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差 函 数 精 确 不 等 式。此 外，通 过 Ｈüｂｅｒ函 数 分 析 性 质 获 得 Ｈｅｒｓｃｈ－
Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数的单调性和不等式，从而改进Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程解的已知估计。

关键词：精确不等式；Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程；广义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数；反双曲正切函数

中图分类号：Ｏ１７４　　　　　　　　文献标志码：Ａ　　　　　　　文章编号：１６７３－３８５１（２０１９）０７－０５１７－０５

Ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ａｎｄ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｆｏｒ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ＷＡＮＧ　Ｆｅｉ１，ＺＨＯＵ　Ｐｅｉｇｕｉ２

（１．Ｔｅａｃｈｉｎｇ　Ｓｅｃｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，Ｚｈｅｊｉａｎｇ　Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ａｎｄ　Ｅｌｅｃｔｒｉｃａｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

Ｈａｎｇｚｈｏｕ　３１００５３，Ｃｈｉｎａ；２．Ｋｅｙｉ　Ｃｏｌｌｅｇｅ　ｏｆ　Ｚｈｅｊｉａｎｇ　Ｓｃｉ－Ｔｅｃｈ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｙｕ　３１２３００，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｔｕｄｙ，ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ
ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｉｎｖｅｒｓｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｔａｎｇｅｎｔ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｅｌｅｍｅｎｔａｒｙ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｍａｉｎｌｙ　ａｎａｌｙｚｅｄ　ｗｉｔｈ
ｍｏｎｏｔｏｎｅ　ｌ′Ｈｏ＾ｐｉｔａｌ　ｒｕｌｅ，ａｎｄ　ｐｒｅｃｉｓｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｏｆ　ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｒｅ
ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ．Ｂｅｓｉｄｅｓ，ｔｈｅ　ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ａｎｄ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ　ｏｆ　Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ａｒｅ
ｆｉｇｕｒｅｄ　ｏｕｔ　ｖｉａ　ｐｒｏｐｅｒｔｙ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｗｉｔｈ　Ｈüｂｅｒ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｓｏ　ａｓ　ｔｏ　ｉｍｐｒｏｖｅ　ｔｈｅ　ｋｎｏｗｎ　ｅｓｔｉｍａｔｅｓ　ｏｆ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
ｏｆ　Ｒａｍａｎｕｊａｎ　ｍｏｄｕｌａｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｐｒｅｃｉｓｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ；Ｒａｍａｎｕｊａｎ　ｍｏｄｕｌａｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ　Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ　ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ；ｉｎｖｅｒｓｅ　ｈｙｐｅｒｂｏｌｉｃ　ｔａｎｇｅｎｔ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

０　引　言

在本文中，ａｒｔｈｒ表示反双曲正切函数。对于正

实数ｘ 和ｙ，Γ －函数、Ｂ－ 函数以及ψ－函数分别定

义［１］为：

Γ（ｘ）＝∫
∞

０
ｔ　ｘ－１ｅ－ｔｄｔ，Ｂ（ｘ，ｙ）＝

Γ（ｘ）Γ（ｙ）
Γ（ｘ＋ｙ）

，

ψ（ｘ）＝
Γ′（ｘ）
Γ（ｘ）

．

　　令γ＝ｌｉｍ
ｎ→∞ ∑

ｎ

ｋ＝１

１
ｋ －ｌｏｇｎ［ ］＝０．５７７２１５６６…，是

Ｅｕｌｅｒ－Ｍａｓｃｈｅｒｏｎｉ常数，则

ψ（１）＝－γ （１）

ψ（１／２）＝－γ－ｌｏｇ４ （２）

　　 在 （０，∞）× （０，∞）上 定 义 Ｒａｍａｎｕｊａｎ 常

数［２－３］为：

Ｒ（ａ，ｂ）＝－ψ（ａ）－ψ（ｂ）－２γ （３）

　　当ｂ＝１－ａ时，式（３）记为



Ｒ（ａ）＝Ｒ（ａ，１－ａ）＝－ψ（ａ）－ψ（１－ａ）－２γ，

结合式（２）—（３）知Ｒ １
２
，１
２（ ）＝ｌｏｇ１６。

给定实数ａ，ｂ，ｃ（ｃ≠０，－１，－２，－３，…），高

斯超几何函数定义［４］为：

Ｆ（ａ，ｂ；ｃ；ｚ）＝２Ｆ１（ａ，ｂ；ｃ；ｚ）＝

∑
∞

ｎ＝０

（ａ，ｎ）（ｂ，ｎ）
（ｃ，ｎ）

ｚｎ

ｎ！
，ｚ ＜１ （４）

这里，当ｎ∈Ｎ时，（ａ，ｎ）＝ａ（ａ＋１）（ａ＋２）…（ａ＋
ｎ－１），且 （ａ，０）＝１。

当ａ∈（０，１），ｒ∈（０，１）记ｒ′＝ １－ｒ槡 ２，第一

类、第二类广义椭圆积分分别定义［５］为：

Ｋａ＝Ｋａ（ｒ）＝
π
２
Ｆ（ａ，１－ａ；１；ｒ２）

Ｋ′ａ＝Ｋａ′（ｒ）＝Ｋａ（ｒ′）
烅
烄

烆

（５）

Ｅａ＝Ｅａ（ｒ）＝
π
２
Ｆ（ａ－１，１－ａ；１；ｒ２）

Ｅａ′＝Ｅ′ａ（ｒ）＝Ｅａ（ｒ′）
烅
烄

烆

（６）

　　因广义椭圆积分关于参数ａ的对称性，本文只

考虑ａ∈ （０，１／２）的情形。特别地，当ａ＝１／２时，

Ｋ１／２（ｒ）＝Ｋ＝Ｋ（ｒ）与Ｅ１／２（ｒ）＝Ｅ＝Ｅ（ｒ）分别为

第一类和第二类完全椭圆积分。
广义Ｇｒｔｚｓｃｈ环函数μａ：（０，１）→ （０，∞）定

义［５］为：

μａ（ｒ）＝
π

２ｓｉｎ（ａπ）
Ｋ′ａ（ｒ）
Ｋａ（ｒ）

（７）

显然，当ａ＝１／２时，μ（ｒ）＝μ１／２（ｒ）表示平面拟共

形映 射 单 调 递 减 的 Ｇｒｔｚｓｃｈ极 值 环Ｂ２＼［０，ｒ］的

模，这里的Ｂ２ 表示平面单位圆盘，且μａ（０）＝∞，μａ
（１）＝０。 此外，函数

ｍａ（ｒ）＝
２

πｓｉｎ（ａπ）
ｒ′２　Ｋａ（ｒ）Ｋ′ａ（ｒ），

称ｍａ（ｒ）＋ｌｏｇｒ为广义 Ｈüｂｅｒ函数［５］。
符号差１／ａ的ｐ 次广义Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方 程 定

义［５－６］为：

Ｆ（ａ，１－ａ；１；１－ｓ２）
Ｆ（ａ，１－ａ；１；ｓ２）

＝ｐ
Ｆ（ａ，１－ａ；１；１－ｒ２）
Ｆ（ａ，１－ａ；１；ｒ２）

（８）
利用式（５）及式（７），可将式（８）改写成

μａ（ｓ）＝ｐμａ（ｒ），ｐ＞０ （９）
式（９）的解可以表示为

ｓ＝φＫ（ａ，ｒ）＝μａ－
１（μａ（ｒ）／Ｋ），Ｋ＝１／ｐ（１０）

称 式 （１０）中 的 函 数 φＫ（ａ，ｒ）为 广 义 Ｈｅｒｓｃｈ－
Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数，φＫ（ａ，０）＝０，φＫ（ａ，１）＝１。 当

ａ＝１／２时，φＫ（ａ，ｒ）退 化 为 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏 差

函数φＫ（ｒ）。１９５２年，Ｈｅｒｓｃｈ等［７］获 得 从 ［０，１］

到［０，１］严格单调递增的函数φＫ（ｒ），并给出单位

圆盘到自身的Ｋ－拟共形映射的精确界。Ｑｉｕ等［８－９］

发现φＫ（ｒ）可表示Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程的解，从而开

创了拟共形 映 射 理 论 与 模 方 程 等 新 领 域 的 交 叉 研

究。随后，许多国内外学者对Ｒａｍａｎｕｊａｎ模方程和

广义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数做了深入的研究（参

见文献［１０－１２］）。

在文献［６］定 理４中，Ｗａｎｇ等［６］获 得 下 列 不

等式

φＫ（ａ，ｒ）≤ｒｅ
（１－１／Ｋ）ｒ′μａ（ｒ） （１１）

当且仅当Ｋ＝１或ｒ＝０或ｒ＝１时等号成立。

Ｑｉｕ等［８］证明：对ｒ∈ （０，１），Ｋ ∈ （１，∞），下

列不等式成立

φＫ（ｒ）＜ （１＋ｒ′）
２（１－１／Ｋ）／ｒ１／Ｋ （１２）

和

φ１／Ｋ（ｒ）＞ ［２（１＋ｒ′）］
１－Ｋｒ　Ｋ （１３）

本文主要利用单调性ｌ’Ｈｐｉｔａｌ法则等分析工具揭

示广义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数、反双曲正 切 函 数

ａｒｔｈｒ及初等函数组合的单调性和不等式。此外，通
过 Ｈüｂｅｒ函数的分析性质，获得 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏

差函数 的 单 调 性，从 而 改 进 式（１１）—（１３）的 已 知

估计。

１　引　理

本文为了证明第三部分的主要结果，引入导数

公式（参见文献［５］中定理４．１（７）、（８））：

ｓ
ｒ＝

１
Ｋ
ｓｓ′２　Ｋａ （ｓ）２

ｒｒ′２　Ｋａ （ｒ）２
＝
ｓｓ′２　Ｋａ（ｓ）Ｋ′ａ（ｓ）
ｒｒ′２　Ｋａ（ｒ）Ｋ′ａ（ｒ）

（１４）

ｓ
Ｋ ＝

２
πｓｉｎ（πａ）Ｋ

ｓｓ′２　Ｋａ（ｓ）Ｋ′ａ（ｓ）＝

４ｓｓ′２　Ｋａ （ｓ）２

π２
μａ（ｒ）
Ｋ２

（１５）

其中：ｓ＝φＫ（ａ，ｒ），ｓ′＝φ１／Ｋ（ａ，ｒ′）。

引理１　［４，Ｔｈｅｏｒｅｍ　１．２５］　 对ｐ０ｉ，设ｉ和ＭＰａ是两

个实值函数，并都在ＰｗＤ 上连续，在ｍ 上可微且在

ρ上ｇ／ｍ３，如果ｒｗ 在ｍ 上单调递增（递减），那么

函数

Ｆ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ａ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ａ）

和

Ｇ（ｘ）＝
ｆ（ｘ）－ｆ（ｂ）
ｇ（ｘ）－ｇ（ｂ）

也在ｍ 上单调递增（递减）。而且，若ｒｗｅ 的单调性
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是严格的，则ｍ 和ｋｗｅ 的单调性也是严格的。

引 理２［５，Ｌｅｍｍａ　５．４（１）；Ｔｈｅｏｒｅｍ　５．５（３）］　对 任 意 的ｒ ∈
（０，１）及ａ∈ （０，１／２），则

ａ）ｒ′Ｋａ（ｒ）从（０，１）到（０，π／２）上单调递减；

ｂ）ｍａ（ｒ）＋ｌｏｇｒ从（０，１）到（０，Ｒ（ａ）／２）上单

调递减。
引理３［１３］　当ｒ∈ （０，１）时，下列不等式成立：

μ（ｒ）－
１
２
ｌｏｇ
２（１＋ｒ′）（１＋槡ｒ′）

２

ｒ ＜０．

　　引理４　当ｒ∈（０，１）时，函数ｑ（ｒ）＝［ｌｏｇ（１＋
ｒ２）＋１］／ｒ在（０，１）上严格单调递减。

证明　易知，不等式ｌｏｇ（１＋ｒ）＞ｒ／（１＋ｒ）成

立。对ｑ（ｒ）求导，

ｒ２ｑ′（ｒ）＝
２ｒ２

１＋ｒ２
－ｌｏｇ（１＋ｒ２）－１

＜２ｌｏｇ（１＋ｒ２）－ｌｏｇ（１＋ｒ２）－１

＜ｌｏｇ（１＋ｒ２）－１＜０．
故结论得证。

引 理 ５　 当ｒ ∈ （０，１）时，函 数 Ｑ１（ｒ）＝
ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ

（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）
从（０，１）到（０，１）上 严 格 单 调

递减。特别地，对ｒ∈ （０，１），下列不等式成立：

ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ＜ （１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）．
　　证明　令ｑ１（ｒ）＝ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ，ｑ２（ｒ）＝（１＋
ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′），则Ｑ１（ｒ）＝ｑ１（ｒ）／ｑ２（ｒ），ｑ１（０）＝
ｑ２（０）＝０。 求导得：

ｑ′１（ｒ）
ｑ′２（ｒ）

＝
４
π
ｒ′１／２　Ｋ′（ｒ）Ｋ（ｒ）－Ｅ（ｒ）（ ）

ｒ２

ｒ′１／２

ｌｏｇ（１＋ｒ′）＋１
．

根 据 引 理４、文 献［１４，引 理３．３］及 引 理１便 得

Ｑ１（ｒ）的单调性。由 引 理２中ｂ）和 式（３），不 等 式

显然成立。

２　主要结果及证明

利用上述引理，本节给出主要结果及证明。
定理１　对任意的ｘ ∈ （０，∞），ａ∈ （０，１／２］，

Ｋ ∈ （１，∞），则函数

Ｆ（ｘ）＝
ａｒｔｈφＫ（ａ，ｔｈｘ）
ａｒｔｈ［（ｔｈｘ）１／Ｋ］

从 （０，∞）到（１，ｅ（１－１／Ｋ）Ｒ（ａ）／２）上单调递减。特别地，

当ｘ ∈ （０，∞），Ｋ ∈ （１，∞），有下列双向不等式

ｒ１／Ｋ ≤φＫ（ａ，ｒ）≤ｔｈ　ｅ
（１－１／Ｋ）

Ｒ（ａ）
２ ａｒｔｈ（ｒ１／Ｋ）［ ］

（１６）

当且仅当Ｋ＝１或ｒ＝０或ｒ＝１时等号成立。

证明　令ｒ＝ｔｈｘ，ｔ＝ｒ１／Ｋ，则ｄｒ
ｄｘ＝ｒ′

２，ｄｔ
ｄｒ＝

ｔ
ｒＫ
。

其 次，令ｓ＝φＫ（ａ，ｒ），ｆ１（ｘ）＝ａｒｔｈｓ，ｆ２（ｘ）＝
ａｒｔｈｔ，则 ｆ（ｘ）＝ｆ１（ｘ）／ｆ２（ｘ），且 ｆ１（０）＝
ｆ２（０）＝０。

根据式（１４），求导得：

ｆ′１（ｘ）
ｆ′２（ｘ）

＝
ｓ
ｔ
ｔ′２

ｒ′２
Ｋａ （ｓ）２

Ｋａ （ｒ）２
＝
ｓ
ｔ
ｔ′
ｓ′

２（ ）２ ｓ′Ｋａ（ｓ）ｒ′Ｋａ（ｒ）（ ）２＝
ｓ
ｔ
ｔ′
ｓ′

２（ ）２　２（ ） ｓ′Ｋａ （ｓ）２

ｒ′Ｋａ （ｒ）２（ ）２　２（ ） Ｋａ（ｒ）
Ｋａ（ｓ）（ ）２＝ｆ３（ｘ）．

　　根据文 献［５］中 的 引 理６．２（１）、式（２）和 定 理

６．７，可知函数ｆ３（ｘ）是 单 调 递 减 的。由 引 理１易

证ｆ（ｘ）函数的单调性。由ｌ’Ｈｐｉｔａｌ法 则 及 文 献

［５］中 定 理６．７可 知 极 限 值ｆ（０＋）＝ｅ（１－１／Ｋ）Ｒ（ａ）／２，

ｆ（∞）＝１。
显然，双向不等式（１６）成立。
定理２　对 任 意 的ｒ∈ （０，１），ａ ∈ （０，１／２），

Ｋ ∈（１，∞），函数

Ｇ（Ｋ）＝
ｌｏｇφＫ（ａ，ｒ）－ｌｏｇｒ

１－１／Ｋ
关 于 Ｋ 在 （１，∞） 上 单 调 递 减，且 值 域 为

ｌｏｇ
１
ｒ
，ｍａ（ｒ）（ ）。 特 别 地，对ｒ ∈ （０，１），Ｋ ＞１

时，成立不等式

ｒ１／Ｋ ＜φＫ（ａ，ｒ）≤ｒｅ
（１－１／Ｋ）ｍａ（ｒ） （１７）

当且仅当Ｋ＝１或ｒ＝０或ｒ＝１时等号成立。
证 明 　 记 ｇ１（Ｋ）＝ｌｏｇφＫ（ａ，ｒ）－ｌｏｇｒ，

ｇ２（Ｋ）＝１－１／Ｋ，则Ｇ（Ｋ）＝ｇ１（Ｋ）／ｇ２（Ｋ），且

ｇ１（１）＝ｇ２（１）＝０。 由式（１５），求导知

ｇ′１（Ｋ）
ｇ′２（Ｋ）

＝
４
π２μ

ａ（ｒ）ｓ′Ｋａ（ｓ）（ ）２．

根据引理１、引理２中ａ）可知Ｇ（Ｋ）的单调性。根

据ｌ′Ｈｐｉｔａｌ法则、引理２中ａ），极限值分别为

ｌｉｍ
Ｋ→１
Ｇ（Ｋ）＝ｌｉｍ

ｒ→０＋

ｇ′１（Ｋ）
ｇ′２（Ｋ）

＝
４
π２μ

ａ（ｒ）

（ｒ′Ｋａ（ｒ））２＝ｍａ（ｒ）
和

ｌｉｍ
Ｋ→１
Ｇ（Ｋ）＝ｌｏｇ

１
ｒ．

显然，双向不等式（１７）成立。
定理２　中式（１７）的不等式上界改进了式（１１）

中不等式的上界，即ｍａ（ｒ）＜ｒ′μａ（ｒ）。 为说明这

个结论，令Ｓ１（ｒ）＝ｒ′μａ（ｒ），Ｔ１（ｒ）＝ｍａ（ｒ），由文

献［５］中引理５．４（１），可知
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Ｓ１（ｒ）－Ｔ１（ｒ）＝
πｒ′
２ｓｉｎπａ

Ｋ′ａ（ｒ）
Ｋａ（ｒ）

１－π
２

４
ｒ′Ｋａ （ｒ）２（ ）＞０．

　　定理３给出了Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数的单调

性和精确不等式。

定理３　对 任 意 的ｒ∈ （０，１），ａ ∈ （０，１／２），

Ｋ ∈（１，∞），定义如下函数

Ｈ（Ｋ）＝φＫ（ｒ）（１＋ｒ′）
（１＋ｒ′）／Ｋ／ｒ１／Ｋ，

Ｑ（Ｋ）＝φ１／Ｋ（ｒ）［２（１＋槡 ｒ′）（１　＋槡ｒ′）］
Ｋ／ｒ　Ｋ，

则Ｈ（Ｋ）和Ｑ（Ｋ）在（１，∞）上关于Ｋ 分别为严格

单 调 递 减 和 严 格 单 调 递 增，且 值 域 分 别 为 （１，

（１＋ｒ′）１＋ｒ′），（２（１　＋槡 ｒ′）（１　＋ 槡ｒ′），∞）。 特 别

地，当Ｋ ＞１时，不等式

φＫ（ｒ）＜ （１＋ｒ′）
（１＋ｒ′）（１－１／Ｋ）／ｒ１／Ｋ （１８）

和

φ１／Ｋ（ｒ）＞ ２（１　＋槡 ｒ′）（１　＋槡ｒ′）［ ］１－Ｋ／ｒ　Ｋ
（１９）

成立。

证明　令ｓ＝φＫ（ｒ），由式（１５）及引理２中ａ），

对Ｈ（Ｋ）对数求导得

Ｋ２Ｈ′（Ｋ）
Ｈ（Ｋ）＝－

４
π
ｓ′２　Ｋ （ｓ）２μ（ｒ）＋

ｌｏｇｒ－（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）

≤
２
π
ｒ′２　Ｋ（ｒ）Ｋ′（ｒ）＋ｌｏｇｒ－（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）

≤ｍ（ｒ）＋ｌｏｇｒ－（１＋ｒ′）ｌｏｇ（１＋ｒ′）

≤０．
结合引理５可 知，函 数 Ｈ（Ｋ）在（１，∞）上 关 于Ｋ
分别为严格单调递减。

其次，令ｕ＝φ１／Ｋ（ｒ），据 引 理２（ａ），对Ｑ（Ｋ）

对数求导得

Ｑ′（Ｋ）
Ｑ（Ｋ）＝

４
π
ｕ′２　Ｋ （ｕ）２μ（ｒ）＋ｌｏｇ

２（１＋ｒ′槡 ）（１　＋槡ｒ′）
ｒ ＞ｌｏｇ

２（１＋ｒ′槡 ）（１　＋槡ｒ′）
ｒ －μ（ｒ）＝Ｑ１（ｒ）．

通过引理３知Ｑ１（ｒ）＞０，故Ｑ（ｒ）的单调性可证。

此外，极限值和不等式显然。

易证明定理３中式（１８）不等式的上界改进了式

（１２）的不等式上界；易证明定理３中式（１９）不等式

的下界改进了式（１３）的不等式下界。

３　结　论

本文首先 建 立 了Ｒａｍａｎｕｊａｎ模 方 程 理 论 中 广

义 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏 差 函 数、反 双 曲 正 切 函 数、初

等函数的精确不等式，进而改进已知上界。其次，获
得 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数的单调性和不 等 式，该

结果有助于 Ｒａｍａｎｕｊａｎ模 方 程 理 论 和 偏 差 函 数 的

研究。笔者在后续的研究中考虑如何将Ｒａｍａｎｕｊａｎ
模方程的解推广到更加广义的情形，甚至是零平衡

情形。
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