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!!摘!要"自我国著名数学家王国俊提出全蕴涵推理方法以来!对该推理方法的改进或完善已成为模糊推理研究
的热点之一&为了使得全蕴涵推理方法有更广泛的适用性!结合相似度推理方法!在全蕴涵推理方法的基础上!提
出了一种新的模糊推理方法!即基于相似度的一般全蕴涵推理方法&给出针对两个基本推理模型V\O和V\8的
统一算法!并且分别讨论该方法在两个模型下算法的还原性!从而为模糊推理提供了更多的方法&
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9!引!言

模糊推理在模糊系统控制)模糊专家系统)模糊
模式识别)模糊决策分析)模糊数据挖掘和人工智能
等领域中扮演着越来越重要的角色##&B$(V*KK=
\)M*;O),2,;"V\O%和 V*KK= \)M*;8)..2,;
"V\8%是模糊推理中的两个最基本的模型(简单
来说’这两个规则即!给定一个模糊规则0如果# 那
么P1’且给出#*’求出P*&或者’0如果# 那么
P1’且给出P*’求出#*(

#$EB年’0-M21提出了模糊推理的合成推理规
则’简称为HX@方法#!$(王国俊#%$指出’HX@方法
采用了复合运算’缺少严格的逻辑依据(为了解决
这一问题’王国俊#!’%$提出了模糊推理的全蕴涵推
理方法’简称为三@方法(O24#F$给出了该方法的统
一算法公式&8-,5等#C$认为’在三@方法中’可以将
第一和第三个蕴涵看作是逻辑系统中的模糊联结
词&01)*等#E$考虑了规则前提对于新输入的支持
度’作为三@方法的另一种改进’提出了五蕴涵推理
方法(关于基于三@方法的研究’读者可参阅综述
文献#’$(



模糊相似度在近似推理中发挥着重要的作用(
8*+;U2,等#$$提出了基于相似度的模糊推理方法(
a-,5等##"$把蕴涵与相似度相结合’提出了基于蕴
涵构造相似度的方法(01)*等#E$认为’三@算法只
体现了#与P之间的关系’以及#*与P*之间的
关系’但没有体现出# 与#*之间的关系(他们认
为#与#*之间也应该存在某种关系’并把这种关
系认为是蕴涵关系(然而’本文认为这种关系应该
是相似关系(本文将相似度和本文作者提出的一般
全蕴涵推理方法相结合’提出了一种新的推理方法’
即基于相似度的一般全蕴涵推理方法"6Z8@%’并且
讨论这一新方法的基本性质(

:!预备知识

本节给出将要用到的一些概念)记号)术语(本
文用3记实数单位区间#"’#$’8"4%记论域4 上
的所有模糊集构成的集合(

定义!##$!算子<!3!,3是模糊蕴涵’简称为
蕴涵’如果9*’H’Q/3’有
-%*’H:<"*’Q%%<"H’Q%’
S%H’Q:<"*’H%’<"*’Q%’
7%<""’*%_<"*’#%_#’<"#’"%_"(
为了方便起见’本文中有时用<’有时用,表示

蕴涵(
定义"##$!函数=!3!,3是三角模’简称为R

模(如果9*’H’Q/3’有
-%=*’#" %_*’
S%="*’H%_="H’*%’
7%="*’="H’Q%%_="="*’H%’Q%’
M%*’H:="*’Q%’="H’Q%(
如果=是R模’令

<"*’H%_;4Q/3 ="*’Q%’H5’*’H’Q/3(
这样定义的算子<是蕴涵’称之为由=生成的

剩余蕴涵’简称为<蕴涵(
引理!##$!设算子<是<蕴涵’则<有如下性

质!对于任意的*’H’Q/3’
-%<"*’#%_#’
S%<"*’H%_#当且仅当*’H’
7%<"#’*%_*(
定义###$!设=是R模’<是蕴涵’"=’<%是剩

余对’如果9*’H’Q/3’有
="*’H%’Q当且仅当*’<"H’Q%(

已有研究结果#!$表明’如果=是左连续R模’<
是由=生成的<蕴涵’则"=’<%是剩余对(

例!以下给出三个剩余对!
-%̂*U-;42T47KR模=O 和它对应的剩余蕴涵<O!

=O"*’H%_";"*‘HG#%’<O"*’H%_#<"#G*‘H%(
S%Z)5*2,R模=Z?和它对应的剩余蕴涵<Z?!

=Z?"*’H%_*H’<Z?"*’H%_
#’*’H
*
H
’*0H

"
#

$
(

7%Z)M2.R模=Z和它对应的剩余蕴涵<Z!

=Z"*’H%_*<H’<Z"*’H%_
#’*’H
H’*0H4 (

定义%#!$!V\O问题的某个推理方法称为还
原的’如果由#*_# 可推出P*_P(类似地’
V\8问题的某个推理方法称为还原的’如果由P*

_P可推出#*_#(
定义&###$!称映射1!8"4%[8"4%,3 为

8"4%上的相似度’若1满足下列条件!
-%1"4’"%_"’
S%1"#’#%_#’#/8"4%’
7%1"#’P%_1"P’#%’#’P/8"4%’
M%如果#=P=0’则1"#’0%’1"#’P%<

1"P’0%’#’P’0/8"4%(

;!PWRX方法

本文仅考虑模糊推理最基本的形式V\O和
V\8’即!

V\O!已知#,P’且给定#*’求P*&

V\8!已知#,P’且给定P*’求#*(
在以上的推理形式中’#’#*/8"4%’P’P*

/8"9%(
0-M21##!$将#,P 视为模糊关系<"+’5%’这

里<"+’5%_<"#"+%’P"5%%’"+’5%/4[9’并
提出了模糊推理方法HX@’其主要做法是用#*简
单地和#,P进行复合以求得P*(

a-,5#%$认为’0-M21没有考虑到#*,P*与#
,P之间的关系’同时他认为这种关系应该是!
<"#*"+%’P*"5%%与<"#"+%’P"5%%之间应该满
足最大可能的蕴涵关系’即表达式

"#"+%,P"5%%,"#*"+%,P*"5%% "#%
的值越大越好(本文把能使"#%式取得最大值的集
合称为0好集1(对于V\O问题来说’当P*等于#
时’即"#%取得最大值#的好集(显然’这里的最大
模糊集是不符合要求的(对于V\O问题来说’寻求
的是使得式"#%取得最大值的最小模糊集P*(

然而’本文认为只有考虑#和P之间的模糊关
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系与#*和P*之间的模糊关系之间的联系是不
够的(

例如!命题#表示0昨天的天气比较阴1’命题P
表示0昨天下雨1’命题#*表示0今天天气有点阴1’

P*表示0今天下雨1(如果今天的天气阴的程度和昨
天很相近’那么就可以很自然得到0由#*则P*1(

因此’本文希望用<"#’P%和1"#’P%共同去
支持<"#*’P*%’即使得式"!%取得尽可能大的值!

""#"+%,#P"5%%<1"#*"+%’#"+%%%

,!"#*"+%,#P*"5%% "!%
这时要求P*应当是使得上式9+/4’95/9取
得最大值(然而’对于模糊蕴涵只要*’H时就有*
,H_#’当P*_#时’在8"9%中’式"!%对于任意
的+和5都取最大值#(显然’这种P*是不适用
的(所以本文所求的P*应当是使得式"!%取得最
大值的最小模糊集(

显然’9+/4’95/9’式"!%的最大值总是存
在的’本文令:"+’5%为其最大值(

命题!!设#’#*/8"4%’P/8"9%’则当蕴
涵算子,#是右连续的’则存在使得式"!%取得最大
值的最小模糊集P*/8"9%(

证明!首先证明’存在能够使得式"!%取得最大
值的模糊集(由蕴涵关于第二个元素不减的性质’
当蕴涵,满足*’H时*,H_#’易得
:"+’5%_""#"+%,#P"5%%<1"#*"+%’#

"+%%%,!"#*"+%,##%

_""#"+%,#P"5%%<1"#* "+%’#
"+%%%,!#_#(

下面证明在8"9%中有最小的好集P*(设P_
4P P/8"9%’P是好集5’则由#/P 知P 非空(
固定一对"+’5%’则对每一个P(/P’

:"+’5%_""#"+%,#P"5%%<1"#*"+%’#
"+%%%,!"#*"+%,#P(% "B%

令P*_<4P( P(/P5’则必有某("’使得P*"5%
_P(""5%’从而
:"+’5%_""#"+%,#P"5%%<1"#*"+%’

#"+%%%,!"#*"+%,#P*"5%%(
因为反之’P中有P(#’P(!’2’使

P*"5%_.4J
-,t
P(-"5%(

因为P(L"5%0P*"5%’所以上式表明P*"5%
是4P(-"5%5的右极限’因为,#是右连续的’则当(
_(- 时式"B%成立’即P*是好集’从而有("’使得P*

"5%_P(""5%’矛盾(>

本文用基于相似度的一般全蕴涵推理方法来解
决模糊推理中的两个基本问题V\O和V\8(

定义’!设-/3’<!3!,3 关于第二个变量
不减’#’#*/8"4%’P/8"9%(如果论域9上的
模糊集0满足
!<!""<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%%’

<#"#*"+%’0"5%%%_:"+’5%’+/4’5
/9’
则称0为V\O问题的基于相似度的一般全蕴

涵推理方法"6Z8@%可行解(
定义(!设-/3<!3!,3关于第二个变量不

减’#/8"4%’P’P*/8"9%(令
$"+’5%_<!""<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’

#*"+%%%’<#""’P*"5%%%(
如果论域4 上的模糊集2满足

!<!""<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%%’
<#"2"+%’P*"5%%%_$"+’5%’+/4’5
/9’
则称2为V\8问题的基于相似度的一般全蕴

涵推理方法"6Z8@%可行解(
命题"!设,#’,!是两个模糊蕴涵’若0#为

V\O问题的6Z8@可行解’且0#’0!’则0!也是
V\8问题的6Z8@可行解(

证明!因为0#为V\O问题的6Z8@可行解’则
"#"+%,#P"5%<1"#"+%’P"5%%%,!"#*

"+%,#0#"5%%_:"+’5%’+/4’5
/9(

又因为0#’0!’,#关于第二个变量不减’则
#*"+%,#0#"5%’#*"+%,#0!"5%(

这表明,!关于第二个变量不减(于是
"#"+%,#P"5%<1"#"+%’P"5%%%,

!"#*"+%,#0#"5%%’
"#"+%,#P"5%<1"#"+%’P"5%%%,
!"#*"+%,#0!"5%%(

所以
!:"+’5%’"#"+%,#P"5%<1"#"+%’P

"5%%%,
!"#*"+%,#0!"5%%(

又因为
!:"+’5%%"#"+%,#P"5%<1"#"+%’P

"5%%%,
!"#*"+%,#0!"5%%’

由此可以得到
!:"+’5%_"#"+%,#P"5%<1"#"+%’P
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"5%%%,
!"#*"+%,#0!"5%%(

所以0!也是V\O问题的6Z8@可行解(>
命题#!设,#’,!是两个模糊蕴涵’若2#为

V\8问题的6Z8@可行解’且2#’2!’则2!也是
V\8问题的6Z8@可行解(

证明!根据模糊蕴涵关于第一个变量不减’命
题B的证明与命题!相似’故略去证明细节(>

进一步’如果V\O问题的6Z8@可行解集合中
存在最小元P*’则称P*是V\O问题的6Z8@解(
如果V\8问题的6Z8@可行解集合中存在最大元
#*’则称#*是V\8问题的6Z8@解(

命题%!设=#’=! 是左连续R模’<#_,#’
<!_,! 分别是由=#’=! 生成的剩余蕴涵’则
V\O问题的6Z8@解如下!

!P*"5%_;
+/4
=#""<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’

#*"+%%%’#*"+%%’5/9"%%
命题&!设=#’=! 是左连续R模’<#_,#’

<!_,! 分别是由=#’=! 生成的剩余蕴涵’则
V\8问题的6Z8@解如下!

#*"+%_<
5/9
<#""<#"#"+%’P"5%%<1"P

"5%’P*"5%%%’P*"5%%’+/4"F%
由于以上两个命题是下一节更一般命题的特殊

形式’故此省略其证明(

=!"BPWRX方法

下面本文给出基于相似度的一般全蕴涵推理方
法的更一般形式’即-Y一般全蕴涵推理方法’称为
-Y6Z8@方法’并分别给出-Y6Z8@关于 V\O和
V\8问题的解的统一形式(

定义)!设-/3’<!3!,3 关于第二个变量
不减’#’#*/8"4%’P/8"9%(令
!8:?- "#’P’#*%_40/8"9%<!""<#"#

"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%%’<#
"#*"+%’0*"5%%%%-5 "C%

如果P*
- 是8:?-"#’P’#*%中的最大模糊

集’则称P*
- 是V\O问题的-Y基于相似度得一般

推理方法"-Y6Z8@%解(
定义*!设-/3’<!3!,3 关于第一个变量

不增’#/8"4%’P’P*/8"9%(令
!8:=- "#’P’P*%_42/8"4%<!""<#"#

"+%’#"5%%<1"#"+%’#*"+%%%’<#
"2*"+%’P*"5%%%%-5 "E%

如果#*
- 是8:=-"#’P’P*%中的最小模糊

集’则称#*
- 是V\8问题的-Y基于相似度得一般

推理方法"-Y6Z8@%解(
命题’!设=#’=! 是左连续R模’<#_,#’

<!_,! 分别是由=#’=! 生成的剩余蕴涵’则
V\O的-Y6Z8@解为
!P*

- "5%_ ;
+/4
=#"=!"<#"#"+%’P"5%%<1"#

"+%’#*"+%%’-%’#*"+%%’5/9 "’%
证明!首先证明P*

- "5%使得式"C%成立(显
然’9+/4’都有下式成立!

!=#"=!"<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%’-%’

#*"+%%’P*-"5%’

!=!"<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%’-%’
<#"#*"+%’P*-"5%%’

!-’<!"<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%’

-%’
<#"#*"+%’P*

- "5%%%(
下面证明P*

- "5%是满足式"C%的最小模糊集(
对于0/8"9%’+/4’5/9’满足
!-’<!"<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%’

-%’<#"#*"+%’0"5%%%’

!=!"<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%’-%’
<#"#*"+%’0"5%%’

!=#"=!"<#"#"+%’P"5%%<1"#"+%’#*"+%%’

-%’#*"+%%’0"5%(
所以’P*

- "5%是使得式"C%成立的最小模糊集(>
命题(!设=#’=!是左连续R模’<#_,#’<!

_,! 分别是由=#’=! 生成的剩余蕴涵’则V\8
的-Y6Z8@解为
#*
- "+%_<

5/9
<#"=!""<#"#"+%’P"5%%<1"P

"+%’P*"+%%’-%’P*"5%%’+/4 "$%
证明!首先证明#*

- "+%使得式"E%成立(

!#*
- "+%’<#"=!""<#"#"+%’P"5%%<1"P"+%’

P*"+%%’-%’P*"5%%’

!=!""<#"#"+%’P"5%%<1"P"+%’P*"+%%’-%

’<#"#*
- "+%’P*"5%%’

!-’<!""<#"#"+%’P"5%%<1"P"+%’P*"+%%’

<#"#*
- "+%’P*"5%%(

由此可见#*
- "+%使得式"E%成立(

下面证明#*
- "+%是使得式"E%成立的最小模糊

集(假设2/8:=-"#’P’P*%’则

!-’<!""<#"#"+%’P"5%%<1"P"+%’P*"+%%’

-%’<#"2"+%P*"5%%’
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!=!""<#"#"+%’P"5%%<1"P"+%’P*"+%%’-%

’<#"2"+%’P*"5%%’

!2"+%’<#"=!""<#"#"+%’P"5%%<1"P"+%’
P*"+%%’-%’P*"5%%

所以#*
- "+%是使得式"E%成立的最大模糊集(>

>!PWRX方法的还原性

命题)!设#是4 上的正规模糊集’即?+"/
4’使得#"+"%_#’那么由命题%给的V\O问题
的6Z8@算法是还原的(

证明!P/8"9%使得式"%%成立’因此
P"5%%P*"5%_;

+/4
=#""<#"#"+%’P"5%%<

1"#"+%’#*"+%%%’#*"+%%%
=#""<#"#"+"%’P"5%%<1"#"+"%’
#*"+"%%%’#*"+"%%_
=#""<#"#’P"5%%<1"#’#%%’#%_P"5%(

故P*"5%_P"5%’5/9(所以’由命题%给出的
V\O问题的6Z8@算法是还原的(>

接下来讨论V\8问题的6Z8@算法的还原性(
命题*!设P是9上的正规模糊集’即?5"/

9’使得P"5"%_#’那么由命题F给出的V\8问题
的6Z8@算法是还原的(

证明!显然’如果#/8"4%使得式"F%成
立’则
#"+%’#*"+%_<

5/9
<#""<#"#"+%’P"5%%<

1"P"5%’P*"5%%%’P*"5%%’
<#""<#"#"+%’P"5"%%<1"P"5"%’
P*"5"%%%’P*"5"%%_
<#""<#"#"+%’#%%<1"#’#%%’#%_#
"+%(

由此可知’#*"+%_#"+%’即由命题F给出的
V\8问题的6Z8@算法是还原的(>

?!结束语

模糊相似度反映了模糊集之间的相似程度(本
文提出了一种基于相似度的模糊推理方法’把相似
度运用到本文提出的一般全蕴涵推理方法上’得到

了基于相似度的一般全蕴涵模糊方法’给出了这种
新的推理方法关于V\O和V\8问题解的统一表
达式’并且证明了这种新的模糊推理方法具有很好
的还原性(后续将探索这种新的推理方法的鲁棒性
等其他性质(
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