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要!基于弹性力学的最小势能变分原理!对一类具有连续变截面的压杆进行了稳定性计算!得到了临界压

力的表达式&该解能够适应可变截面形状和边界约束的压杆!计算简单方便!精确度较高!能够在工程中得到较为

广泛的应用&
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压杆在工程中有着极其广泛的应用#如建筑结

构中的承压柱'汽车起重机的吊臂'多级液压油缸的

活塞杆等#其工作时受到较大的压力作用#且长细比

较大#因此#稳定性是这类杆件分析中需主要考虑的

问题(

#

)

&但通常的稳定性计算#压杆是作为等截面

直杆进行分析的&近年来#实际工程中#由于各种工

艺或造型需要#出现了很多变截面杆#而且#不同于

机械类阶梯轴那样的间断变化#其截面是连续的变

化&这类杆在新型建筑中应用较广#但其设计的主

要问题仍然是稳定性问题&目前工程中对变截面杆

可以采用有限元等数值方法进行离散分析#但需要

用到大型专业软件#且建模'分析等耗时较多(

$

)

&因

此#工程界试图寻找具有足够精度的解析解或半解

析解#以对变截面压杆的稳定性进行简单'方便的计

算与设计&本文采用弹性理论的最小势能原理#通

过对假设位移函数的变分运算#来得到变截面压杆

线性稳定的计算公式#从而可以对一般意义的变截

面压杆进行稳定分析&

!

!

临界压力的最小势能变分计算

对变形体材料#基于能量的变分原理是现代计算

力学的基本原理&虚位移原理'最小势能原理等都可

以归结为能量泛函的变分原理&最小势能原理在有限

元分析中的应用得到广泛的认同&最小势能原理指

出#变形体结构平衡的条件是其势能泛函取驻值(

!5D

)

&

假设变截面压杆的惯性矩为
;
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B

$#当压杆受到

压力作用发生微小的弯曲而处于临界平衡时#压杆

即在此弯曲状态下平衡&取位移试函数系数为!
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这里#每一个函数均需要有
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阶以上的导数&同

时#根据压杆的约束情况#该试函数须满足边界

条件&

假设压杆在载荷作用下的挠度为!
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为待定系数&即#挠度为所取得

试函数集的线性组合#由试函数性质可知#挠度也满足

压杆的边界约束条件&压杆此时的变形是在压力载荷

作用下的弯曲变形#在小变形情况下#压杆的应变为
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轴方向上的挠度#
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为曲率半径&
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$可以得到压杆横截面上的应力为!
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其中
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为弹性模量&

由式"
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$可以计算得到压杆的应变能为
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其中
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为压杆的体积#

.

为压杆的横截面积#

B

为压杆长度&

另外#可以计算外载荷在此变形中所做功#由于

压杆的外力为作用于杆段的轴向压力#故
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$可以得到系统的势能为
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由最小势能原理#系统平衡的条件为势能泛函

取极小(

A+B

)

&对于压杆在临界压力作用下#杆处于微

弯平衡状态#因此#其势能取到极小值&注意到势能

表达式中#试函数系为假设的已知函数#故势能是待

定系数
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的函数#因此#势能的极小也就

是对各待定系数的偏导数为
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而各待定系数
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与积分无关#则可以

定义如下参数!
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$即为用最小势能原理(
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)得到的压杆

弯曲平衡方程&该方程是一齐次线性代数方程组#该

类方程有非零解的充要条件是方程的系数矩阵为奇

异阵#也就是
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$给出了关于压力
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的一个方程#其

中参数"
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$为给定的试函数系列的积分#可以

先行求解出来&

方程"

#$

$是一个
5

次方程#求解可以得到
5

个

压力解#这些压力都能够使压杆保持弯曲平衡#但根

据线性稳定性理论#临界压力是这些.平衡/压力中

的最小一个#因此#取方程"

#$

$的最小解就可以得

到变截面压杆的临界压力&
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两端简支压杆的临界压力

有压杆两端简支#长度为
3

#材料的弹性模量为

图
#

!

简支压杆

&

#受到压力作用#如

图
#

所示&假设压杆

为变截面杆#其惯性

矩的变化为
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根据压杆的约束情况#采用三角函数系列为试

函数#即#挠度为
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显然#假设的挠度满足压杆的边界约束&
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$即为该变截面杆的临界压力&特别#当

变截面杆的惯性矩中
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即众所周知的等截面杆临界压力#从而表明了本文计

算的正确性&

$

!

结
!

论

利用最小势能原理#可以对各种约束条件下的

变截面杆进行临界应力和临界压力的求解&该方法

的实质是基于能量泛函的变分原理#因此#对各种不

同材料"如非线性材料$'载荷"如考虑压杆的自重$'

边界约束等复杂情况都能够适用&该计算方法简单

明了#可以在工程中得到广泛的应用&
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