
浙江理工大学学报,
 

2022,
 

47(6):
 

950-958
Journal

 

of
 

Zhejiang
 

Sci-Tech
 

University
DOI:10.3969/j.issn.1673-3851(n).2022.06.019

收稿日期:
 

2022-06-30  网络出版日期:2022-09-14
基金项目:

 

国家自然科学基金项目(11571314)
作者简介:

 

管 钰(1993- ),女,江苏南通人,硕士研究生,主要从事积分方程数值解法的研究。
通信作者:

 

靳聪明,E-mail:jincm@zjst.edu.cn

基于分片线性最大R􀆧nyi熵的
Fredholm积分方程数值解法

管 钰1,丁 玖2,靳聪明1

(1.浙江理工大学理学院,杭州
 

310018;2.南密西西比大学数学系,美国密西西比州哈蒂斯堡
 

39406-5045)

  摘 要:
 

大部分积分方程无法求出精确解,因此需考虑数值方法得到近似解。提出了一种基于分片线性基函数

的最大R􀆧nyi熵的函数恢复方法,证明了解的唯一性,并在此基础上给出基于分片线性最大R􀆧nyi熵的Fredholm积

分方程数值解法。数值实验表明:基于分片线性最大R􀆧nyi熵的Fredholm积分方程数值解法有效,且可以得到比基

于分片线性最大Shannon熵的数值解法精度更高的解。
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Abstract:
  

The
 

exact
 

solutions
 

cannot
 

be
 

found
 

for
 

most
 

integral
 

equations,
 

so
 

numerical
 

methods
 

should
 

be
 

considered
 

to
 

obtain
 

the
 

approximate
 

solutions.
 

In
 

this
 

paper,
 

a
 

maximum
 

Rényi
 

entropy
 

method
 

based
 

on
 

piecewise
 

linear
 

basis
 

functions
 

is
 

proposed
 

to
 

recovery
 

the
 

functions.
 

The
 

uniqueness
 

of
 

the
 

solution
 

of
 

this
 

piecewise
 

linear
 

maximum
 

Rényi
 

entropy
 

method
 

is
 

proved.
 

Then
 

it
 

is
 

used
 

to
 

solve
 

the
 

Fredholm
 

integral
 

equations.
 

Numerical
 

experiments
 

show
 

that
 

the
 

proposed
 

piecewise
 

linear
 

maximum
 

Rényi
 

entropy
 

method
 

for
 

solving
 

the
 

Fredholm
 

integral
 

equations
 

is
 

efficient,
 

and
 

can
 

obtain
 

better
 

solutions
 

than
 

those
 

of
 

the
 

piecewise
 

linear
 

maximum
 

Shannon
 

entropy
 

method.
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0 引 言

  1957年,Jaynes[1]提出最大熵原理(Maximum
 

entropy
 

princinple,MEP),该原理表明熵最大化满足已

知约束条件的概率分布具有最小无偏估计。最大熵原理在数值求解数学问题等方面具有广泛应用。1986
年,Mead[2]首先提出了一种基于最大熵原理近似求解 Fredholm 积分方程的数值解法。2005年,
Bandyopadhyay等[3]以Chebyshev多项式作为矩函数,提出了一种离散的最大熵方法,并给出了一种稳定的



迭代方法进行求解。2011年,Ding等[4]以分片线性基函数作为矩函数,提出了一种用于计算映射的不变测

度的最大熵方法;相对于以多项式基函数1,x,x2,…xn 作为矩函数的最大熵方法,这种新的近似方法具有

一个优点,即所得非线性方程组非病态,由此可以更有效地求解。2017年,张茹等[5]采用三角单元上的分片

线性基函数作为矩函数,将最大熵方法应用到二维映射不变测度的计算中。2016年,Jin等[6]提出了一种分

片线性最大熵方法数值求解Fredholm积分方程,并证明了该方法的收敛性。2018年,Jin等[7]给出了基于

最大熵原理的求解一类二阶线性常微分方程边值问题的方法,并证明了其收敛性。
如果没有特殊说明,最大熵原理中的熵一般指Shannon熵[8]。1961年,R􀆧nyi[9]推广了Shannon熵,称

为R􀆧nyi熵;R􀆧nyi熵包含Hartley熵、碰撞熵和最小熵等。作为Shannon熵的推广,R􀆧nyi熵已广泛应用于

统计学、量子信息、全息技术、人工智能与强化学习等许多领域。Lenzi等[10]使用R􀆧nyi熵定义温度,得到恒

温条件下广义统计力学中一些统计量的数学表达形式。Renner等[11]提出一种新的熵度量,称作平滑R􀆧nyi
熵;该度量可描述随机变量的基本属性,例如可以从平滑R􀆧nyi熵提取随机事件的数量或随机变量编码的长

度。Franchini等[12]和Its等[13]用R􀆧nyi熵衡量量子纠缠,在Heisenberg
 

XY 自旋链模型中,R􀆧nyi熵是关

于模群的特定子群的自守函数,因此可以精确计算。Hung等[14]根据热力学配分函数提出了一种新方法,用
于计算具有球形纠缠表面的d维共形场论(Conformal

 

field
 

theory,CFT)的R􀆧nyi熵,且该方法可进一步应

用于计算各类全息模型中的R􀆧nyi熵。Lewkowycz等[15]利用全息技术,首次计算出强耦合4维CFT中非

球形纠缠表面的R􀆧nyi熵。Zhang等[16]基于无奖励强化学习框架,在探索阶段选用状态-动作空间上的

R􀆧nyi熵作为目标函数,并给出一种最大化R􀆧nyi熵的梯度优化算法,数值结果表明该算法是有效性的、稳
定的。Peng等[17]利用L􀆧vy飞行萤火虫算法,通过最大化R􀆧nyi熵获得多级阈值图像分割的最优阈值,并采

用基于L􀆧vy飞行的自适应参数策略来提高算法性能,实验结果表明该算法在目标函数值、图像质量度量和

计算效率等多个方面优于其他已有算法。
积分方程理论是数学的一个分支,与微分方程、算子理论等都有紧密的联系。许多数学物理过程、计算

数学、近似理论和实际应用中的工程技术、金融等问题都可以归结于求解积分方程。大部分积分方程无法求

出精确解,因此需考虑数值方法来得到近似解。本文考虑Fredholm积分方程:

f(x)+∫
b

a
k(x,y)f(y)dy=g(x),

其中:函数g与k已知,k又称核函数(Kernel
 

function);f为所求未知函数;积分上下限a、b为常量。迄今

为止,已有许多用于求解Fredholm积分方程的数值方法,例如神经网络[18]、配置法[19]、小波分析法[20]、
Nyström法[21]、最大熵方法[6]等。

R􀆧nyi熵作为Shannon熵的推广,具有与Shannon熵相似的性质。本文提出了一种基于最大R􀆧nyi熵

的函数恢复方法,证明了解的唯一性,从而提出基于分片线性基函数的最大R􀆧nyi熵方法的求解Fredholm
积分方程的数值解法。对两个Fredholm积分方程进行数值求解,以验证该方法的有效性和收敛性,并把数

值结果与基于分片线性最大Shannon熵的数值解法的结果进行对比。

1 基于最大R􀆧nyi熵的函数恢复方法

1.1 R􀆧nyi熵的定义

  定义1[22] 考虑区间[a,b]上的连续随机变量x,概率密度函数为f(x)。Shannon熵H 定义如下:

H(f)=∫
b

a
f(x)lnf(x)dx,

当f=0,lnf=0。
R􀆧nyi熵是对Shannon熵的推广。
定义2[22] 考虑区间[a,b]上的连续随机变量x,概率密度函数为f(x),r阶R􀆧nyi熵定义如下:

Hr(f)=
1
1-rln∫

b

a
fr(x)dx,

其中:r是一个常数,0<r<+∞,r≠1。
当r=2时,R􀆧nyi熵可称作碰撞熵:
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H2(f)=-ln∫
b

a
f2(x)dx。

  当r趋于1时,R􀆧nyi熵Hr 的极限即为Shannon熵:
lim
r→1

Hr(f)=H(f)。

1.2 最大R􀆧nyi熵方法

  最大熵原理可用于恢复函数。给定n+1个函数gi(x)和常数mi,i=0,1,…,n,设概率密度函数f(x)

满足约束条件:

∫
b

a
f(x)gi(x)dx=mi,i=0,1,2,…,n (1)

其中:gi(x)称作矩函数。式
 

(1)的解不唯一,但同时满足式
 

(1)和最大熵原理的概率分布具有最小无偏估

计且唯一。满足约束条件式
 

(1)的最大R􀆧nyi熵问题可表示为:

max{Hr(f):f∈D,∫
b

a
f(x)gi(x)dx=mi,i=0,1,2,…,n} (2)

其中:函数集合D 是所有密度函数组成的集合。
定理1 假设最大R􀆧nyi熵问题式(2)的解为f(x),则f(x)可由

f(x)= 1
C∑

n

i=0
λigi(x)  

1
r-1

给出,其中λi 满足非线性方程组:

∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λigi(x)  

1
r-1

gj
(x)dx=mj

,j=0,1,…,n,

其中:

C= r
1-r

1

∫
b

a
fr(x)dx

是一个常数。
证明 最大R􀆧nyi熵问题是一个有约束的优化问题。对应式

 

(2)的拉格朗日函数定义为:

L(f,λ)= 1
1-rln∫

b

a
fr(x)dx-∑

n

i=0
λi(∫

b

a
f(x)gi(x)dx-mi)。

拉格朗日函数的变分问题为:
δL
δf=L(f+δf,λ)-L(f,λ)

δf =1δf
1
1-rln∫

b

a
(f(x)+δf)rdx-ln∫

b

a
fr(x)dx   -

∑
n

i=0
λi[∫

b

a
(f(x)+δf)gi(x)dx-∫

b

a
f(x)gi(x)dx] = 1

1-r
1

∫
b

a
fr(x)dx

r∫
b

a
fr-1(x)dx-

∑
n

i=0
λi∫

b

a
gi(x)dx=C∫

b

a
fr-1(x)dx-∑

n

i=0
λi∫

b

a
gi(x)dx=0 (3)

其中:

C= r
1-r

1

∫
b

a
fr(x)dx

是一个常数。由式
 

(3)可得:

fr-1(x)=1C∑
n

i=0
λigi(x)

或

f(x)= 1
C∑

n

i=0
λigi(x)  

1
r-1 (4)
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其中:λi 满足非线性方程组

∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λigi(x)  

1
r-1

gj
(x)dx=mj

,j=0,1,…,n。

式(4)即为最大熵问题式(2)的解。证明完毕。
当r=2时,解式(4)可简化为:

f(x)=1C∑
n

i=0
λigi(x),

其中:λi 满足

∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λigi(x)gj

(x)dx=mj
,j=0,1,2,…,n,

此处的C 是归一化常数。此时近似解f(x)是gi(x)的线性组合。
为了证明最大R􀆧nyi熵问题式

 

(2)的解的唯一性,本文引入相对r-R􀆧nyi熵距离这个概念。
定义3[22] 对于r≠1,给定两个概率密度f和g,定义从f到g的相对r-R􀆧nyi熵距离为:

Dr(f‖g)=
1
1-rln

(∫
b

a
gr-1(x)f(x)dx)+1-r

r Hr(g)-
1
rHr(f) (5)

  引理1[22] 对任意常数r>0和任意概率密度f和g,从f到g的相对r-R􀆧nyi熵距离Dr(f‖g)≥0,
等号成立的条件是当且仅当f=g几乎处处成立。

定理2 当矩函数gi(x)及约束条件式(1)给定时,由式
 

(4)给出的解f(x)是最大R􀆧nyi熵问题的唯

一解。
证明 假设概率密度函数f由式

 

(4)给出且满足矩约束式
 

(1),即:

∫
b

a
f(x)gi(x)dx=mi,i=0,1,2,…,n。

则易得:

Hr(f)=
1
1-rln∫

b

a
fr-1(x)f(x)dx= 1

1-rln∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λigi(x)f(x)dx

= 1
1-rln

1
C∑

n

i=0
λi∫

b

a
gi(x)f(x)dx  

= 1
1-rln

1
C∑

n

i=0
λimi  (6)

  假设g是由式
 

(4)给出的另一个满足矩约束式
 

(1)的概率密度函数,即:

∫
b

a
g(x)gi(x)dx=mi,i=0,1,2,…,n。

则可得到:

∫
b

a
fr-1(x)g(x)dx=∫

b

a

1
C∑

n

i=0
λigi(x)g(x)dx=1C∑

n

i=0
λi∫

b

a
gi(x)g(x)dx=1C∑

n

i=0
λimi (7)

由式(6)—(7)可知,从g到f的相对r-R􀆧nyi熵距离为:

Dr(g‖f)=
1
1-rln∫

b

a
fr-1(x)g(x)dx  +1-r

r Hr(f)-
1
rHr(g)

= 1
1-rln

1
C∑

n

i=0
λimi  +1-r

r Hr(f)-
1
rHr(g)

=Hr(f)+
1-r
r Hr(f)-

1
rHr(g)=

1
rHr(f)-

1
rHr(g)≥0,

即Hr(f)≥Hr(g)。
由引理1可知,等号成立的条件是当且仅当f=g几乎处处成立,所以由式

 

(4)给出的解f(x)是唯一的。
证明完毕。
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1.3 分片线性最大R􀆧nyi熵方法

  将区间I=[a,b]均等划分为n个小区间Ii=[xi-1,xi],其中:xi=a+ih,h=
b-a
n

是每个小区间的长

度。设ϕ0(x),ϕ1(x),…,ϕn(x)是一系列定义在I上的分片线性基函数,ϕi(xi)=1且ϕi(xj
)=0(j≠i),

则ϕi(x)可以写作:

ϕi(x)=w
x-xi

h  ,i=0,1,…,n,

其中:

w(x)=
1+x, -1≤x≤0,
1-x,0<x≤1,
0, x∉[-1,1]。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

  对任意非负函数f(x),假设f(x)满足约束条件:

∫
b

a
f(x)ϕi(x)dx=mi,i=0,1,2,…,n。

即考虑使得R􀆧nyi熵最大化的近似解为约束优化问题:

max{Hr(f),∫
b

a
f(x)ϕi(x)dx=mi,i=0,1,2,…,n} (8)

即分片线性最大R􀆧nyi熵问题。
定理3 假设分片线性最大R􀆧nyi熵问题式

 

(8)的解为f(x),则f(x)可由

f(x)= 1
C∑

n

i=0
λiϕi(x)  

1
r-1

给出,其中λi 满足:

∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λiϕi(x)  

1
r-1

ϕj
(x)dx=mj

,j=0,1,…,n,

其中:

C= r
1-r

1

∫
b

a
fr(x)dx

是一个常数。
定理3的证明与定理1的证明类似。
当r=2,R􀆧nyi熵即为碰撞熵,可得到分片线性近似解:

f(x)=1C∑
n

i=0
λiϕi(x),

其中λi 满足:

∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λiϕi(x)ϕj

(x)dx=mj
,j=0,1,2,…,n。

此处

C=- 2

∫
b

a
f2(x)dx

是一常数。

2 分片线性最大R􀆧nyi熵方法求解Fredholm积分方程

  考虑Fredholm积分方程:

f(x)+∫
b

a
k(x,y)f(y)dy=g(x) (9)
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假设Fredholm积分方程有非负解。方程(9)两边同乘以分片线性基函数ϕi(x)(i=0,1,…,n)并在区间

[a,b]上积分,得到:

∫
b

a
f(x)ϕi(x)dx+∫

b

a∫
b

a
k(x,y)f(y)dy·ϕi(x)dx=∫

b

a
g(x)ϕi(x)dx (10)

交换二次积分的顺序得:

∫
b

a∫
b

a
k(x,y)f(y)dyϕi(x)dx=∫

b

a∫
b

a
k(x,y)ϕi(x)dxf(y)dy=∫

b

a
g-i(y)f(y)dy=∫

b

a
g-i(x)f(x)dx,

此处

g-i(y)=∫
b

a
k(x,y)ϕi(x)dx。

  此时式
 

(10)可改写成:

∫
b

a
f(x)ϕi(x)dx+∫

b

a
g-i(x)f(x)dx=∫

b

a
g(x)ϕi(x)dx,

即:

∫
b

a
ϕi(x)+g-i(x)  f(x)dx=∫

b

a
g(x)ϕi(x)dx。

令

ϕi(x)+g-i(x)=gi(x),∫
b

a
g(x)ϕi(x)dx=mi,

则有

∫
b

a
f(x)gi(x)dx=mi,i=0,1,…,n (11)

因此Fredholm积分方程
 

(9)的解f(x)满足约束条件式
 

(11),方程的解由分片线性最大R􀆧nyi熵问题

max{Hr(f):f≥0,f∈L1(a,b),∫
b

a
f(x)ϕi(x)dx=mi,i=0,1,…,n} (12)

的解近似给出。
由定理1可得约束优化问题式

 

(12)的解为f(x),f(x)由

f(x)= 1
C∑

n

i=0
λiϕi(x)  

1
r-1

给出,其中λi 满足:

∫
b

a

1
C∑

n

i=0
λiϕi(x)  

1
r-1

ϕj
(x)dx=mj

,j=0,1,…,n,

其中:

C= r
1-r

1

∫
b

a
fr(x)dx

是一个常数。在实际计算中,只需令λi/C 为一变量,为了方便仍记作λi,则只需求解方程组

∫
b

a
∑
n

i=0
λiϕi(x)  

1
r-1ϕj

(x)dx=mj
,j=0,1,…,n。

3 数值实验

  本文给出一些数值实验结果,以验证所提出的基于分片线性最大R􀆧nyi熵求解第二类Fredholm积分方

程的数值解法的有效性和收敛性,并把数值结果与基于分片线性最大Shannon熵的数值解法的结果进行

对比。
假设f*(x)是精确解,fn(x)是在区间[a,b]上均等划分n个小区间后所求近似解,则设L1 范数误差

和L∞范数误差为:
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‖f*(x)-fn(x)‖1=∫
b

a
f*(x)-fn(x)dx

和

‖f*(x)-fn(x)‖∞=max
a≤x≤b

f*(x)-fn(x)  。

  例1 考虑Fredholm积分方程:

f(x)-32∫
1

0
e|x-y|f(y)dy=-1 (13)

该方程的精确解为:

f*(x)=-14
1+e

2x +e2-2x

1-e
2

3  。
  将区间[0,1]均等划分为n个小区间,利用分片线性最大R􀆧nyi熵方法求解,近似解的L1 范数误差和

L∞范数误差如表1所示。表1中的分片线性最大Shannon熵方法的数值结果可参考文献[6]。
表1 例1数值解的误差

n
分片线性最大R􀆧nyi熵方法

r=0.5 r=2
L1-error L∞-error L1-error L∞-error

分片线性最大Shannon熵方法

L1-error L∞-error
4 1.990×10-2 7.004×10-2 1.353×10-3 6.490×10-3 7.3×10-3 2.0×10-2

8 5.008×10-2 1.928×10-2 3.075×10-4 1.887×10-3 1.8×10-3 5.0×10-3

16 1.253×10-3 4.832×10-3 7.588×10-5 4.837×10-4 4.5×10-4 1.3×10-3

3 3.133×10-4 1.234×10-3 1.891×10-5 1.245×10-4 1.1×10-4 3.2×10-4

64 7.832×10-5 3.263×10-4 4.721×10-6 3.325×10-5 2.8×10-5 8.1×10-5

128 1.958×10-5 8.397×10-5 1.181×10-6 8.590×10-6 7.0×10-6 2.0×10-5

256 4.895×10-6 2.130×10-5 2.951×10-7 2.183×10-6 1.8×10-6 5.0×10-6

  例2 考虑定义在实数轴上的Wiener-Hopf积分方程:

f(x)+4∫
∞

0
e-|x-y|f(y)dy=e-|x| (14)

精确解为:

f*(x)=

1
2e

-3x,x≥0;

1
2e

x, x<0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

  由于方程
 

(14)的右端包含了绝对值,可以先求解x≥0时的近似解fn(x),x<0时的近似解由x≥0时

的近似解推导得出。在数值求解积分方程时,考虑有限区间上的近似解是一种广泛使用的方法,因此将求解

方程
 

(14)简化为求解如下方程:

f(x)+4∫
16

0
e-|x-y|f(y)dy=e-x,x≥0 (15)

在将区间[0,16]均等划分为n个小区间,利用分片线性最大R􀆧nyi熵方法求解,近似解的L1 范数误差和

L∞范数误差如表2所示。表2中的分片线性最大Shannon熵方法的数值结果可参考文献[6]。
表2 例2数值解的误差

n
分片线性最大R􀆧nyi熵方法

r=0.5 r=2
L1-error L∞-error L1-error L∞-error

分片线性最大Shannon熵方法

L1-error L∞-error
16 2.309×10-3 1.701×10-2 1.765×10-2 7.840×10-2 3.2×10-3 2.5×10-2

32 6.345×10-4 5.230×10-3 3.582×10-3 2.314×10-2 8.0×10-4 8.8×10-3

64 1.595×10-4 1.204×10-3 1.083×10-3 5.805×10-3 2.0×10-4 2.6×10-3

128 3.992×10-5 3.914×10-4 1.043×10-3 4.157×10-3 4.8×10-5 7.0×10-4

256 9.974×10-6 1.174×10-4 8.525×10-4 4.065×10-3 1.2×10-5 1.8×10-4
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  从数值实验结果可以看出,本文提出的基于分片线性最大R􀆧nyi熵的Fredholm积分方程数值解法是有

效的和收敛的。在例1中,r=2时解的精度最高;在例2中,r=0.5时解的精度最高。

4 结 语

  本文提出了一种基于最大R􀆧nyi熵的函数恢复方法,并证明了解的唯一性;给出了基于分片线性基函数

的最大R􀆧nyi熵的数值方法进行函数恢复,进而给出基于分片线性最大R􀆧nyi熵的Fredholm积分方程数值

解法。数值实验表明该方法是有效的和收敛的,可以得到比基于分片线性最大Shannon熵的数值解法的数

值结果精度更高的解。但R􀆧nyi熵是非凸函数,而Shannon熵是凸函数,因此还不能类似地从理论上证明基

于分片线性最大R􀆧nyi熵的数值解法的收敛性,有待下一步研究。
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