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!!摘!要#针对无向完全图上以极小化行驶路线"环游#总距离为目标函数的距离受限车辆路径问题!将最小二元

!&匹配问题与环游拆分和环游整合相结合!提出了一种近似算法(该算法将松弛问题最小二元!&匹配的最优解中距

离超过限制的环游进行拆分!距离未超过限制的环游进行整合!以得到距离受限车辆路径问题的环游集合(针对该

近似算法!首先通过分析该问题最优解下界与近似算法的上界!证明了算法参数形式的近似比上界&然后通过对近

似比上界的证明!说明最大行驶距离与顾客点规模的取值对算法参数近似比的影响较小&最后通过构造实例!进一

步说明该算法在此种情况下性能更优(该算法可为城市无人物流配送高效快速算法的设计提供参考(

关键词#车辆路径问题&距离受限&近似算法&环游拆分&环游整合
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;!引!言

车辆路径问题"a2147.2+)*<4,5W+)L.2K%aO\#是运筹学和计算机科学中的重要组合优化问题+%&!,&
aO\及其相关问题广泛应用于快递配送%特别是城市无人物流配送&aO\由>-,<V45等+B,在%C’C年首次
提出%主要规划从仓库出发的一组车辆的最佳行驶路线"环游#%使车辆有序通过若干目标点%在满足一定约
束条件"如车辆容量限制-行驶距离限制-交货时间窗口等#下实现特定的优化目标"如行驶路程最短-所需车
辆数最小等#&

经典的aO\主要有两种类型的约束!车辆容量受限和行驶距离受限%即容量受限车辆路径问题
"R-W-74<=7),;<+-4,<:2147.2+)*<4,5W+)L.2K%RaO\#+#,和距离受限车辆路径问题">4;<-,727),;<+-4,<
:2147.2+)*<4,5W+)L.2K%>aO\#+’,&这两类问题的复杂性均可由已知的非确定性算法多项式时间可解问
题类"Z),T2<2+K4,4;<47W).=,)K4-.;).:-L.2W+)L.2K7.-;;%Z\#的组合优化问题规约得到&由于旅行商问
题"8+-:2.4,5;-.2;K-,W+)L.2K%86\#已被证明是强Z\&难问题+D,%而RaO\和>aO\均可在多项式时间
内规约到86\%所以RaO\和>aO\也是强Z\&难问题&因此%对这两类问题的研究主要集中在近似算法
和启发式算法上&
RaO\是对于给定的若干顾客点-仓库点-容量限制和顾客需求%规划从仓库点出发%覆盖全部顾客点的路

线"环游#集合%而且各环游的顾客需求之和均不超过容量限制"即最多覆盖O个顾客点#&U-4K):471等+$,提出
了迭代拆分86\环游的近似算法%对于需求可拆分的度量RaO\%该算法的近似比为%k"%G%(O#$%其中$为
86\近似算法的近似比$该算法还证明当O3@.)5.)51时%欧氏平面的RaO\存在多项式时间近似方案
"\).=,)K4-.<4K2-WW+)S4K-<4),;712K2%\8Q6#%其中@为常数%1为顾客点数&H1-71-=等+F,进一步证
明%欧氏平面上需求不可拆分的RaO\存在\8Q6&b27P2++C,提出了树形图上单仓库度量RaO\的#(B&近
似算法%并给出相应的紧界实例&Y2,;<+-等+%",证明当\:Z\时%无向完全图上的RaO\不存在"B(!G"#&
近似算法%其中"#"$已有的研究成果多关注启发式算法的设计与改进%关于无向完全图上的RaO\近似比
与其下界"B(!G"#间的间隙近几年尚未有显著的改善&
>aO\是对于给定的若干顾客点-仓库点和距离限制%找到从仓库出发且覆盖全部顾客点的一组行驶路

线"环游#%且各环游的行驶距离均不超过距离限制&Y4等+%%,研究了目标函数为极小化总行驶距离和极小化
所需车辆数的>aO\%证明在这两个目标函数下最优解的性质!若极小化所需车辆数的>aO\存在$&近似
算法%则极小化总距离的>aO\存在!$&近似算法$他们还提出了86\环游拆分近似算法%证明了该算法参
数形式的近似比%且给出相应紧界实例&b-V5-,等+%!,提出了单仓库度量>aO\的%(B&微分近似算法&
Z-5-+-3-,等+%B,提出了树形图上单仓库度量>aO\的!&近似算法%并证明!当\:Z\时%树形图上单仓库
度量>aO\不存在%A’&近似算法$同时%给出了无向完全图上单仓库度量>aO\近似比为D"K4,4.)51%
.)5%8#的算法%其中%为车辆最大行驶距离&M+455;<-T等+%#,进一步给出无向完全图上单仓库度量>aO\
近似比为D"K4,4.)51%.)5%(.)5.)5%8#的算法&完全图上单仓库>aO\的常数界近似算法仍是未解问题&

本文考虑在无向完全图上以极小化行驶路线总距离"权重#为目标函数的>aO\&设图%c"M%##是一
个无向完全图%其中!M表示点集%包含若干顾客点和仓库点$#表示边集%给#中每条边赋予权重&对于给
定的最大行驶距离%%需要规划一个从仓库点出发覆盖全部顾客点的环游集合%使其中各环游的权重均不超
过%%且目标函数为极小化全部环游的总权重&由于已有研究结果的算法近似比受实例顾客点规模1和行
驶距离%的影响均较大%即对于1或%取值较大的>aO\实例%其算法解与最优解间的近似比也是较大值&
本文提出了一种近似算法%主要从减弱问题实例顾客点规模及行驶距离的取值对近似比结果的影响考虑%以
改进算法参数的近似比&首先%针对该问题提出将最小二元!&匹配与环游拆分和环游整合相结合的近似算
法%即删除>aO\的距离约束给出松弛问题最小二元!&匹配%对松弛问题最优解中距离超过限制的环游进
行拆分%距离未超过限制的环游进行整合%以得到满足距离约束限制的环游集合$其次%通过对算法步骤的分
析%证明最大行驶距离%的取值在B倍到#倍最大仓库与顾客间边权重时该算法参数形式的近似比上界$最
后%给出一个>aO\实例%以说明对于该类型的>aO\实例&本文近似算法得到可行解的目标函数值比已
有近似算法的结果更优&
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<!VUD%及相关问题描述

设%c"M%##是一个无向完全图%点集M由仓库点4"8和若干顾客点4%%!%3%18构成%即Mc4"%%%!%
3%18$边集#c4"B%X#07B%X1M%B:X8&给定边权重函数@!#*1""%即7"B%X#1#%其权重@"B%X#非
负&假设权重函数满足两条性质!

-#对称性%7"B%X#1#%有@"B%X#c@"X%B#$
L#满足三角不等式%7B%X%]1M%有@"B%X#k@"X%]#"@"B%]#成立%那么称满足三角不等式的权重

函数为度量权重函数&仓库点与顾客点间的边权重@""%X#简记为@"X#%其中X1M64"8%并定义权重值最
大的@"X#为@K-ScK-S4@"X#0X1M64"88%且最大行驶距离%满足B@K-S3%3#@K-S$对任意两顾客点之间的
边权重有@"B%X#1+-%2,%其中-cK4,4@"B%X#07B%X1M64"8%B:X8%2cK-S4@"B%X#07B%X1M64"8%
B:X8&对于图%的子图"%记M""#-#""#和@""#分别为子图" 的顶点集-边集和边权重之和&

下面定义>aO\和与之相关的几个问题%这些问题的目标均是寻找满足条件的环游集合%且集合中的
元素为环游>’c"B%%B!%3%B7’%B%#%其中B%%B!%3%B7’1M%记环游>’的权重为@">’#&特别的%序列""%

B%"#也表示一个环游%其中Bc%%!%3%1&
<=<!车辆路径问题

aO\主要决策一组从仓库出发%且覆盖全部顾客点的行驶路线"环游#%本文主要涉及目标函数为极小
化总行驶距离的aO\%即对于给定的度量边权重函数@!#*1""%计算图%上目标函数为K4,(FaO\’c%@">’#
的环游集合RaO\c4>%%>!%3%>F

aO\
8%其中FaO\c RaO\ %且该环游集合满足约束!-#对7’%Cc%%!%3%

FaO\%’:C%有M">’#;M">C#c4"8$L#Mc<
F
aO\
’c%M">’#&

<=>!距离受限的车辆路径问题
>aO\是对给定的度量边权重函数@!#*1""和车辆最大行驶距离%""%计算图%上目标函数为

K4,(
F>aO\

’J%
@">’#的环游集合R>aO\J4>%%>!%3%>F>aO\8%其中F>aO\J R>aO\ %且该环游集合满足约

束!-#7’%CJ%%!%3%F>aO\%’:C%有M">’#;M">C#J4"8$L#MJ<F>aO\’J% M">’#$7#7’%CJ%%!%3%

F>aO\%有@">’#3%&为了保证>aO\有可行解%车辆从仓库出发%经过任一顾客点后返回仓库所行驶的
距离必不超过1%即!@K-S3%&
<=?!最小二元>]匹配问题

在图%上构造图%Zc"MZ%#Z#%其中!点集MZc4M"<M64"88%点集M"包括!1个点%即点集MZ是由点

集M"替换点集M 中的"点得到的$边集#Zc4"B%X#0B%X1MZ%B:X8%定义边集#Z的权重函数@Z!
#*1""%

@Z"B%X#J

@""%X#% B1M"%X1M64"8$

@"B%X#%B%X1M64"8$
"% B%X1M"&
,

-

.
!!二元!&匹配"b4,-+=!&K-<714,5%b![#是计算图%Z上的一个子图%该子图包括点集MZ中的全部点%且
每个点的顶点度均为!&由于图%Z是简单图%不含自环和平行边%则每个环游中至少包含三个点&最小二元
!&匹配问题"[4,L4,-+=!&K-<714,5%[b![#则是对于给定的边权重函数@Z!#*1""%计算图%Z上目标函
数为K4,(Fb’c%@Z">’#的环游集合Rb![c4>%%>!%3%>Fb8%其中Fbc Rb![ %且该环游集合满足约束!

-#7’c%%!%3%Fb%>’ 3B$L#7’%Cc%%!%3%Fb%’:C%有M">’#<M">C#c=$7#MZc<Fb’c%M">’#&

U-+<:45;2,+%’,证明%在多项式时间D"1B#内可以得到[b![的最优解&\2P,=等+%D,进一步证明%可以在多
项式时间D"1! # #内得到[b![最优解&

<=@!圈覆盖问题
圈覆盖问题"R=7.27):2+W+)L.2K%RR\#是通过对[b![最优解Rb![中的环游进行变换得到图%上

的环游集合RR%其中包括三种类型的环游!不含"点的环游%由"点和一个顾客点构成的环游%以及由"点
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和若干顾客点构成的环游&即根据 [b![的最优解Rb![c4>%%>!%3%>Fb8%计算图% 上的环游集合

RRc4>%%>!%3%>F8%其中Fc RR %且该环游集合满足约束!-#7’%Cc%%!%3%F%’:C%M">’#;
M">C#c=或4"8$L#Mc<F’c%M">’#&

>!算法设计

本节给出>aO\的近似算法&该算法的基本思想是!首先%通过删除>aO\中行驶距离约束构造松弛
问题RR\%计算生成子图上[b![的最优解并对其中环游进行变换%给出权重相同的松弛问题的环游集合$
然后%为得到满足>aO\约束的可行解%对松弛问题的解中超过距离约束的环游%应用环游拆分技巧%即将
其拆分为若干满足距离约束的环游$其次%为进一步优化算法%对环游集合中未超过距离约束的环游%进行整
合以减少环游数量$最后%得到满足>aO\约束的环游集合&

>=<!VUD%最优解下界
用.FI>aO\表示>aO\最优解的权重值%下证RR\为>aO\的松弛问题%且与[b![最优解Rb![的权

重相等的RR\的环游集合RR%其权重@"RR#是.FI>aO\的下界&
引理,!对于图%上的RR\环游集合RR%有.FI>aO\"@"RR#&
证明!计算图%Z上[b![的最优解Rb![%记其权重为@"Rb![#&考虑图%上一个aO\实例的最优

解%用.FIaO\表示该实例最优解中全部环游的权重之和&由于>aO\是在aO\的基础上加入行驶距离的
约束%则.FI>aO\".FIaO\&

设图%上该aO\实例的一个可行解为4>%%>!%3%>Q8%则在图%j上存在一个与其权重相同的b![的
可行解RZ%记其权重为@"RZ#&对于该实例可行解中的环游>’%用M"中任意两点替换>’中的"点%得到
新环游>’Z%且M">’Z#;M">CZ#c=%即M"中已加入到>’Z的点将不会再出现在其他环游中%其中’Z%CZc%%
3%QG%且’Z:CZ$而M"中未加入到环游>%%>!%3%>QG%中的点%将全部用于替换环游>Q中的"点&由此
得到与该实例可行解权重相等的图%Z上b![的可行解RZ%且RZ的每个环游中至少包括B个点&同理%对
于该实例的最优解%也可按上述方法得到权重相同的图%Z上b![的可行解R[%记其权重为@"R[#%则
@"R[#c.FIaO\&由于Rb![的最优性%有.FIaO\"@"Rb![#&

同样%图%Z上[b![的最优解Rb![也可以在多项式时间D"1#内转换为图%上权重相同的RR\环游
集合RR%具体步骤如下!对集合Rb![中不含M"中点的环游%可直接看作集合RR中环游$对集合Rb![中含
M"中点的环游%若其形式为"B%%3%B’%X%"%3%XI"%B’k%%3%BIZ%B%#%其中X%"%3%XI"1M"%B%%3%BIZ1M6
4"8%用"点替换点X%"%3%XI"得到环游"B%%3%B’%"%B’k%%3%BIZ%B%#%可以看作RR中的环游%且根据图%Z
上权重函数@Z的定义%可知变换后环游的权重与原环游权重相等$若其形式为"X%"%B%%X!"%B!%3%XI"%BI%X%"#%
其中X%"%3%XI"1M"%B%%3%BI1M64"8%将其拆分成I个形如""%B%%"#%3%""%BI%"#的环游%这I个环游可
看作RR中的元素%且根据图%Z上权重函数@Z的定义%可知这I个环游的权重之和与原环游权重相等&因
此%@"Rb![#c@"RR#&综上所述%有.FI>aO\"@"RR#&

证毕&

>=>!VUD%近似算法
近似算法Q的步骤如下!
步骤%&计算图%Z上[b![的最优解Rb![%按引理%证明中的步骤将环游集合Rb![变换为图%上权

重相同的RR\的环游集合RRc4>%%>!%3%>F8&
步骤!&判断RR中环游是否包含"点%对于不含"点的环游>4%计算其中相邻两点的节约值H"X’%

X’k%#%即7XC%XCk%1M">’#%H"XC%XCk%#c@"XC#k@"XCk%#G@"XCk%%XCk%#&找到最小的节约值K4,4H"XC%

XCk%#07XC%XCk%1M">’#8所对应的边"X
’
C
%X’Ck%#%在点X

’
C和X

’
Ck%间插入"点得到新环游>Z’&

步骤B&将新环游>Z’中的点重新编号%即从"点开始%以顺时针或逆时针方向%将点按其在>Z’中的顺
序编号&记RR中含"点的环游>C为>ZC%用R"c4>Z%%>Z!%3%>ZF8表示RR中不含"点的环游插入"点
后得到的环游集合&
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步骤#&判断集合R"中各环游的权重是否超过%%对于权重超过%的环游%应用环游拆分算法Q%&
-#环游拆分算法Q%&
将R"中权重超过%的环游>Z’拆分成Q’条路%并将"点与每条路的端点相连%得到Q’个环游>’C%其中

%3C+Q’&对于环游>’C%从"点出发连接到一个不属于环游>
’
CG%且编号最小的非"点XO%并且在权重不超

过%的前提下%使其覆盖尽可能多的非"点&
步骤’&对于权重未超过%的环游%应用环游整合算法Q!%得到满足>aO\约束的环游集合H.A&
L#环游整合算法Q!&
步骤Q!%&权重未超过%的环游>Z’c""%X%%X!%3%X7’%"#%删除>Z’ 中的"点及其相连边%得到路

N’c"X%%X!%3%X7’#&
步骤Q!!&将全部权重未超过1的环游所对应的路N’首尾相连得到环游>0Z&
步骤Q!B&按步骤!和步骤B给环游>0Z插入"点并重新编号得到环游>0&
步骤Q!#&判断环游>0 的权重是否超过%%若未超过%%则返回该环游>0$若超过%%则对环游>0 执行

环游拆分算法Q!%返回拆分后的环游集合&

?!算法性能分析

本节证明近似算法Q的近似比上界&图%上的环游集合RRc4>%%>!%3%>F8中元素可以分为两类%

即含"点环游和不含"点环游&不妨设集合RR中不含"点的环游:个%含"点的环游"FG:#个&假设在
"FG:#个含"点的环游中%权重未超过%的环游F%个和权重超过%的环游"FG:GF%#个&对RR中含"
点且权重超过%的环游应用拆分算法Q%%引理!给出拆分后得到的环游数量的上界&

引理%!环游集合RR中包含"点且权重超过%的环游>’%按算法Q%进行拆分%可得到Q’个环游%且
Q’++@">’#G!@K-S,("%G!@K-S#k%&

证明!根据算法 Q%%将点集M">’#拆分为Q’ 个互不相交的子集&即<’%c4"%X%%3%XA%8-<
’
Cc

4XACG%k%%XACG%k!%3%XAC8%其中Cc!%3%Q’G%和<
’
Q’c4XAQ’G%k%%XAQ’G%k!%3%XAQ’%"8%其中XAQ’cX7’&对于

Q’个子集<’C%按点编号的顺序连接成路%用@"<
’
C
#表示<’C对应路的权重&再将"点与每条路的非"端点相

连%得到环游>’%c"<’%%"#->’Q’c""%<
’
Q’
#和>’Cc""%<

’
C
%"#%其中Cc!%3%Q’G%&对于环游>’%%点XA%作为

该环游中最后一个非"点%有
@"<’%#T@"XA%%XA%T%#T@"XA%T%##%$

对于环游>’C%其中Cc!%3%Q’G%%有
@"XACK%T%#T@"<

’
C
#T@"XAC%XACT%#T@"XACT%##%$

对于环游>’Q’%根据三角不等式%有

@"<’Q’#K@"XAQ’K%T%#""&

将上述Q’个不等式累加后%有

(
Q’

CJ%
@"<’C#T(

Q’K%

CJ%
@"XAC%XACT%#T!(

Q’K!

CJ%
@"XACT%##"Q’K%#%&

!!又由于@K-ScK-S4@"X#0X1M64"88%且

(
Q’

CJ%
@"<’C#T(

Q’K%

CJ%
@"XAC%XACT%#J@">’#$

则
@">’#T!"Q’K!#@K-S#"Q’K%#%&

!!又由于!@K-S3%%则

Q’+
@">’#K!@K-S
%K!@K-S

T%&

!!证毕&
集合RR中:个不含"点的环游%按算法Q插入"点后得到集合R"%则 RR c R" cF&判断插入
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"点后的环游权重是否超过%&假设:个插入"点后得到的环游中权重未超过%的:%个%权重超过%的
":G:%#个&对插入"点后权重超出%的环游应用拆分算法Q%%引理B给出拆分后得到的环游数量的上界&

引理’!环游集合RR中不含"点且插入"点后权重超过%的环游>’%按算法Q%进行拆分%可得到QZ’
个环游%且QZ’++@">’#G@"X’C%X

’
Ck%
#,("%G!@K-S#k%&

证明!根据算法Q%对于RR 中不含"点的环游>’%在点X’C 和X
’
Ck%间插入"点%即与最小的节约值

K4,4H"XC%XCk%#07XC%XCk%1M">’#8所对应的边相邻的两点%并对点重新编号得到环游>Z’%则
@">Z’#J@">’#TH"X’C%X

’
CT%
#J@">’#T@"X’C#T@"X

’
CT%
#K@"X’C%X

’
CT%
#&

!!若权重@">Z’##%%按算法Q%对其进行拆分%即将点集M">Z’#拆分成QZ’个互不相交的子集<’%c4"%

X%%3%XAZ%8-<
’
Cc4XAZCG%k%%XAZCG%k!%3%XAZC8%其中Cc!%3%QZ’G%%<

’
QZ’c4XAZQZ’G%k%%3%XAZQ’%"8%XAZQ’cX7’&

构造子集<’C对应的环游>
’
C
%其中Cc%%3%QZ’&则由引理!可知!

(
QZ’

CJ%
@"<’C#T(

QZ’K%

CJ%
@"XAZC%XAZCT%#T!(

QZ’K!

CJ%
@"XAZCT%##"QZ’K%#%&

又由于@K-ScK-S4@"’#0’1M64"88%且

(
QZ’

CJ%
@"<’C#T(

QZ’K%

CJ%
@"XAZC%XAZCT%#J@">Z’#$

则
@">’#TH"X’C%X

’
CT%
#T!"QZ’K%#@K-S#"QZ’K%#%$

因此有

QZ’+
@">’#TH"X’C%X

’
CT%
#K!@K-S

%K!@K-S
T%&

!!又由于
!@K-SKH"X’C%X

’
CT%
#"@"X’C%X

’
CT%
#$

则

QZ’+
@">’#K@"X’C%X

’
CT%
#

%K!@K-S
T%&

!!证毕&
对集合R"中"F%k:%#个权重未超过%的环游应用环游整合算法Q!%并给出整合后环游数量的上界&
引理(!对环游集合R"中所有权重未超过%的环游%按算法Q!进行整合%可得到Q0 个环游%且Q0+

+(F%k:%’c% @">’#k!@K-S":%G%#G:%-,("%G!@K-S#k%&
证明!将R"中的环游重新编号%即R"c4>Z%%3%>ZF%%>ZF%k%%3%>ZF%k:%%3%>ZF8%使得前F%个环

游对应RR中含"点的环游$第"F%k%#到第"F%k:%#个环游则是RR中不含"点的环游插入"点后得到
的%按算法Q!将此"F%k:%#个环游整合后得到环游>0%判断该环游权重@">0#是否超过%%若未超过%%则
Q0c%$若超过%%对>0 应用环游拆分算法Q%%得到Q0 个满足约束的环游&根据引理!%为给出Q0 的上界%
需要给出环游权重@">0#的上界&

由于该"F%k:%#个环游中均含"点%按算法Q!删除各环游中"点及与其相邻两边%并将得到的"F%k:%#
条路的端点首尾相连后%再插入"点构造环游>:&因此%根据三角不等式有

@">0#3(
F%T:%

’J%
>Z’&

其中第"F%k%#到第"F%k:%#个是RR中不含"点的环游插入"点后得到的%即

(
F%T:%

’JF%T%
@">Z’#J(

F%T:%

’JF%T%
+@">’#T@"X’C#T@"X

’
CT%
#K@"X’C%X

’
CT%
#,$

而前F%个环游对应R> 中含"点的环游%因此

(
F%T:%

’J%
@">Z’#J(

F%

’J%
@">’#T(

F%T:%

’JF%T%
+@">’#T@"X’C#T@"X

’
CT%
#K@"X’C%X

’
CT%
#,$

!!又由于-cK4,4@"B%X#07B%X1M64"8%B:X8%有

@">0#3(
F%

’J%
@">’#T!:%@K-ST(

F%T:%

’JF%T%
"@">’#K@"X’C%X

’
CT%
##3(

F%T:%

’J%
@">’#T!:%@K-SK:%-&
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!!因此%根据引理!有

Q0 +
(

F%T:%

’J%
@">’#T!@K-S":%K%#K:%-

%K!@K-S
T%$

则

Q0 +K-S(
F%T:%

’J%
@">’#T!@K-S":%K%#K:%-

%K!@K-S
T%%%,

-

.
>
?

@
J
(

F%T:%

’J%
@">’#T!@K-S":%K%#K:%-

%K!@K-S
T%&

!!证毕&
Y4等+%",给出了>aO\的86\环游拆分算法%并证明算法近似比为+%k%("%G!@K-S#,&对于该比值%

当%远大于@K-S且趋近于kv时%+%k%("%G!@K-S#,趋近于常数!&因此%研究最大行驶距离%"!@K-S且取
值较小时的>aO\近似算法更有意义&

假设由算法Q得到的>aO\的算法解为H.Ac4>H.A% %>H.A! %3%>H.AQ=8%记@"H.A#为算法解的权重值&根据
上述引理!/引理#%下文给出当!@K-S3%3#@K-S时%算法解环游数量Q= 的上界&

定理,!当!@K-S3%3#@K-S时%有Q=++@"RR#k:"!@K-SG-#,("%G!@K-S#&
证明!将集合R"中的环游重新编号%使得前"F%k:%#个环游是权重未超过1的环游%其中前F%个环

游对应RR中含"点的环游%第"F%k%#到第"F%k:%#个环游则对应RR中不含"点的环游$后"FGF%G
:%#个环游是权重超过%的环游%其中第"F%k:%k%#到第"F%k:#个环游对应RR中不含"点环游$第"F%k
:k%#到第F个环游则对应RR中含"点的环游&即R"c4>Z%%3%>ZF%%>ZF%k%%3%>ZF%k:%%>ZF%k:%k%%3%

>ZF%k:%>ZF%k:k%%3%>ZF8&
根据引理!%第"F%k:k%#到第F个环游经过拆分后%其环游数量的上界为

(
F

"F%T:T%#
Q’+(

F

"F%T:T%#

@">’#K!@K-S
%K!@K-S

T%+ ,J(
F

"F%T:T%#
@">’#K!"FK:KF%#@K-S
%K!@K-S

T"FK:KF%#&

!!根据引理B%第"F%k:%k%#到第"F%k:#个环游经过拆分后%其环游数量的上界为

(
F%T:

"F%T:%T%#
QZ’+(

F%T:

"F%T:%T%#

@">’#K@"X’C%X
’
CT%
#

%K!@K-S
T%+ ,3

":%K:#-T(
F%T:

"F%T:%T%#
@">’#

%K!@K-S
T":K:%#&

!!根据引理#%前"F%k:%#个环游经过整合后%其环游数量的上界为

Q0 +
(

F%T:%

’J%
@">’#T!@K-S":%K%#K:%-

%K!@K-S
T%$

而且%由于

@"RR#J(
F%T:%

’J%
@">’#T(

F%T:

"F%T:%T%#
@">’#T(

F

"F%T:T%#
@">’#%

有

Q= +"FK:%KF%T%#T
%

%K!@K-S
+@"RR#K!@K-S"FK:KF%#T!@K-S":%K%#K:-,

J"FK:%KF%T%#T
%

%K!@K-S
+@"RR#K!@K-S"FK:KF%K:%T%#K:-,

J
%

%K!@K-S
+@"RR#T%"FK:%KF%T%#K!@K-S"!FK!:%K!F%T!K:#K:-,

J
%

%K!@K-S
+@"RR#T%"FK:%KF%T%#K#@K-S"FK:%KF%T%#T:"!@K-SK-#,&

!!当!@K-S3%3#@K-S时%有

Q= +
%

%K!@K-S
@"RR#T:"!@K-SK-#+ ,&

!!证毕&
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下面考虑在特殊情况B@K-S3%3#@K-S时%算法Q的近似比上界&

定理%!当B@K-S3%3#@K-S时%算法的近似比为
@"H.A#
.FI>aO\

+*%k
:"!@K-SG-#
@"RR#+ ,&

证明!由算法Q得到的Q= 个环游的权重均不超过%%即@"H.A#3Q=%&又根据引理%%有.FI>aO\"
@"RR#%则

@"H.A#
.FI>aO\

3
Q=%
@"RR#

$

!!根据定理%

Q= +
%

%K!@K-S
@"RR#T:"!@K-SK-#+ ,%

有

@"H.A#
.FI>aO\

+
%

@"RR#
0
@"RR#T:"!@K-SK-#+ ,

"%K!@K-S#
J %
"%K!@K-S#

T %
"%K!@K-S#

0
:"!@K-SK-#
@"RR#

&

!!令*c
%

"%G!@K-S#
%则@

"H.A#
.FI>aO\

+*%k
:"!@K-SG-#
@"RR#+ ,&

证毕&

@!实例分析

对于定理!给出的算法Q参数形式近似比上界%下面将用一个实例来说明%目标函数为极小化总行驶
距离的>aO\%在:"!@K-SG-#(@"RR#3%(B时%本文提出的算法Q比Y4等

+%%,提出的86\环游拆分算法的
结果更优&

给定一个>aO\实例%如图%所示%其中包括F%个顾客点和%个仓库点&由于本文考虑的是无向完全
图上度量>aO\%因此权重需满足对称性%非负性以及三角不等式&定义该实例的度量边权重!同一排相邻
两顾客点的边权重为!$从第#排到第C排%相邻两排位置对应的两点间边的权重为#$从仓库点到第’排的
顾客点间边的权重为’%其中’c%%!%3%C$此外%任意两点间的边权重则为此两点间最短路的权重%因此%该
权重函数满足三角不等式&同时%给出最大行驶距离%c#@K-ScBD&应用86\环游拆分算法计算该实例结
果如图!所示%用H.A86\表示86\环游拆分算法解的环游集合%记@"H.A86\#为H.A86\中各环游权重之和%则
@"H.A86\#c!#$&

图%!>aO\实例 图!!86\环游拆分算法的环游集合!!!!

!!应用近似算法Q计算该实例%首先给出该实例松弛问题RR\的环游集合RR%如图B所示$再对集合
RR中的部分环游插入"点%应用环游拆分算法Q% 与环游整合算法Q! 得到算法解H.A%如图#所示%则
@"H.A#c!#!%即@"H.A#+@"H.A86\#&
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图B!>aO\松弛问题RR\的环游集合 图#!近似算法Q算法解的环游集合!!!!

A!结!论

本文研究无向完全图上以极小化总行驶距离为目标函数的>aO\%将[b![与环游拆分和环游整合相
结合%设计了近似算法%证明了该算法在B@K-S3%3#@K-S时参数形式的近似比上界%用一个>aO\实例说明
了该算法在某些情况下的结果更优%并说明实例中顾客点规模和行驶距离的取值对该算法近似比的影响
较小&

但是%该算法近似比上界的证明仅考虑B@K-S3%3#@K-S情况下的结果%后续将进一步研究当!@K-S3%+
B@K-S时的>aO\近似算法的近似比上界$并且为了方便分析证明%本文仅考虑了无向完全图下仅送货"取
货#%需求不可拆分的>aO\问题%后续会考虑将本文提出的算法推广到车辆容量和行驶距离均受限的
aO\%以及诸如存在逆向物流与交叉物流的物流网络等更贴合实际物流网络情形的aO\&
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+’,I*e%Y4*0U%b-)dNE>4;<-,727),;<+-4,2T:2147.2+)*<4,5W+)L.2K<)K4,4K4V2<12<)<-.7);<!-.5)+4<1K;-,T
7)KW.2S4<=+((?Y,E()*+,-.)/R)KL4,-<)+4-.?W<4K4V-<4),%!"!"%’!%&%F+!"!%&"$&%’,E1<<W!((TSET)4E)+5(%"A%""$(

;%"F$F&"!"G""DDC&=E
+D,\-W-T4K4<+4)*RUE812J*7.4T2-,<+-:2..4,5;-.2;K-,W+)L.2K4;Z\&7)KW.2<2+(,E812)+2<47-.R)KW*<2+6742,72%%C$$%#
"B#!!B$&!##E

+$,U-4K):471[%O4,,))=H-,Q U NEb)*,T;-,T12*+4;<47;/)+7-W-74<-<2T+)*<4,5W+)L.2K;+(,E[-<12K-<47;)/
?W2+-<4),;O2;2-+71%%CF’%%""##!’!$&’#!E

+F,H1-71-=[%?5)+)T,4P):IE\).=,)K4-.7-W-74<=5*-+-,<22;\8Q6/)+<122*7.4T2-,7-W-74<-<2T:2147.2+)*<4,5W+)L.2K
2:2,/)+,),&*,4/)+K,),&;W.4<<-L.2T2K-,T+R,((@,<2+,-<4),-.R),/2+2,72),?W<4K4V-<4),-,TQWW.47-<4),;%!"%CER1-K!

6W+4,52+@,<2+,-<4),-.\*L.4;14,5%!"!"%%%#’!#%’&#!DE
+C,b27P2+QEQ<451<#(B-WW+)S4K-<4),/)+7-W-74<-<2T:2147.2+)*<4,54,<+22;+Jb(?Y,E"!"%F&"F&!’#+!"!%&"$&%’,E
1<<W;!((-+S4:E)+5(WT/(%F"#A"F$C%E

+%",Y2,;<+-(H%H-,QUNOER)KW.2S4<=)/:2147.2+)*<4,5-,T;712T*.4,5W+)L.2K;+(,EZ2<X)+P;%!"%"%%%"!#!!!%&
!!$E

+%%,Y4RY%64K714&Y2:4>%>2;+)712+;[E?,<12T4;<-,727),;<+-4,2T:2147.2+)*<4,5W+)L.2K+(,E?W2+-<4),;O2;2-+71%
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%CC!%#""##!$C"&$CCE
+%!,b-V5-,R%U-;;4,O%[),,)<(EQWW+)S4K-<4),-.5)+4<1K;/)+;)K2:2147.2+)*<4,5W+)L.2K;+(,E>4;7+2<2QWW.42T

[-<12K-<47;%!""’%%#D"%#!!$&#!E
+%B,Z-5-+-3-,a%O-:4OEQWW+)S4K-<4),-.5)+4<1K;/)+T4;<-,727),;<+-4,2T:2147.2+)*<4,5W+)L.2K;+(,EZ2<X)+P;%!"%!%

’C"!#!!"C&!%#E
+%#,M+455;<-T0%6X-K=REQWW+)S4K-<4),-.5)+4<1K;/)++25+2<&L)*,T2T:2147.2+)*<4,5-,T-WW.47-<4),;<)T4;<-,72&

7),;<+-4,2T:2147.2+)*<4,5+R,((\+)722T4,5;)/<12/)+<=&;4S<1-,,*-.QR[;=KW);4*K),812)+=)/7)KW*<4,5EZ2X
I)+P!QR[%!"%#!$##&$’BE

+%’,U-+<:45;2,>EJS<2,;4),;)/[-<714,5812)+=+>,E\4<<;L*+51%\2,,;=.:-,4-!R-+,2542&[2..),9,4:2+;4<=%%CF#!%&%FE
+%D,\2P,=(M%[4..2+>YEQ;<-52TW+4K-.&T*-.-.5)+4<1K/)+/4,T4,5-K4,4K*K7);<W2+/27<<X)&K-<714,54,-,*,T4+27<2T

5+-W1+(,E?O6Q()*+,-.),R)KW*<4,5%%CC#%D"%#!DF&F%E
$责任编辑#康!锋%
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