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有限Ｐ－可解群的Ｐ－长

侯　逸，易小兰
（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：如果有限群Ｇ 有次正规列，即１＝Ｇ０ Ｇ１  … Ｇｔ＝Ｇ，对任意的ｉ∈ ｛１，２，…，ｔ｝，都有截面

Ｇｉ／Ｇｉ－１ 或为交换群或为ｐ′－ 群，则群Ｇ 被称为ｐ－可解群。通过对特殊ｐ－群、超特殊ｐ－群的性质分析，讨论了饱和

群系中ｐ－长不等于１的ｐ－可解群的一些性质。应用极小阶反证法证明：若犉是一个饱和群系，并且群Ｇ 是一个ｐ－
长不等于１的ｐ－可解群，用非空集Ｓ（Ｇ）表示Ｇ 所有截面Ａ／Ｂ的集合，如果满足截面Ａ／Ｂ的ｐ－长不等于１且截面

Ａ／Ｂ 的一个Ｓｙｌｏｗｐ－子群同构于极小非犉群Ｋ 的犉－上根，若 Ｚ（Ｋ犉） ＝ｐ或Ｚ（Ｋ犉）Ｚ（Ｋ），那么ｐ＝３且

Ｓ（Ｇ）中具有极小阶的所有截面同构于 ［Ｚ３×Ｚ３］ＳＬ２（３）。

关键词：ｐ－可解群；Ｓｙｌｏｗｐ－子群；ｐ－长；超特殊ｐ－群
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０　引　言

有限ｐ－可解群的ｐ－长是国内外很多群论专家在研究群结构中研究的重要课题之一。设Ｇ 是有限ｐ－可
解群，Ｇｐ 为Ｇ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群。假设Ｇｐ 同构于极小非犉（犉是一个饱和群系）群Ｋ 的犉－上根，则Ｇｐ 是一
个特殊ｐ－群，且Ｇｐ的ｐ－长不超过２，即ｌｐ（Ｇ）≤２。Ｍｏｎａｋｈｏｖ［１］证明，当ｐ＝２且犉是所有幂零群群类（即
Ｋ 是极小非幂零群或Ｓｃｈｍｉｄｔ群），则ｌｐ（Ｇ）＝１。Ｚｈｕｒｔｏｖ等［２］证明，对每个ｐ≥２的素数，如果犉为所有
的幂零群群类，则ｌｐ（Ｇ）＝１。Ｃｏｓｓｅｙ等［３］研究了两个ｐ－可解群的完全置换积的ｐ－长，证明：当Ｇ＝ＡＢ 是
两个ｐ－可解子群的完全置换积，且ｌｐ（Ａ）≤ｋ，ｌｐ（Ｂ）≤ｋ，则Ｇ 是可解群且ｌｐ（Ｇ）≤ｋ＋１。Ｇｒｉｔｔｉｎｉ［４］证



明：有限ｐ－可解群Ｇ 的ｐ－长小于或等于不被ｐ－整除的不同次数的不可约特征标的个数。本文通过对特殊

ｐ－群、超特殊ｐ－群的性质进行了分析，研究了ｐ－可解群的ｐ－长，得到一些有意义的结果。
本文所有的群都是有限群，本文使用的所有符号和术语来自于文献［５］。Ｚｐ 表示一个阶为ｐ 的群，Ｑ８

是阶为８的四元数群，［Ａ］Ｂ 表示正规子群Ａ 和子群Ｂ 的半直积，Ｇｐ 是Ｇ 的Ｓｙｌｏｗ　ｐ－子群。如果有限群

Ｇ 是一个初等交换ｐ－群或者Φ（Ｇ）＝Ｚ（Ｇ）＝Ｇ′且Ｇ′是初等交换ｐ－群，则一个ｐ－群Ｇ 被称为一个特殊ｐ－
群。如果一个非交换特殊ｐ－群Ｇ 的中心是循环的，那么Ｇ 被称为超特殊的。如果Ｇｐ

－
Ｇ，那么群Ｇ 被称

为ｐ－闭的。一个同态像闭的群类犉称为一个饱和群系，如果Ｈ／Φ（Ｈ）∈犉总有Ｈ ∈犉，Ｇ 的犉上根Ｇ犉是
由所有使得Ｇ／Ｎ ∈犉的Ｇ 的正规子群Ｎ 的交，即Ｇ犉＝∩ ｛ＮＧ｜Ｇ／Ｎ ∈犉｝。 如果ＭＧ犉＝Ｇ，则Ｇ 的
一个极 大 子 群 Ｍ 被 称 为犉－伪 正 规 的。Ｇ 的 一 个 主 因 子 Ｌ／Ｋ 被 称 作：ａ）犉－中 心 的，如 果
［Ｌ／Ｋ］（Ｇ／ＣＧ（Ｌ／Ｋ））∈犉；ｂ）犉－离心的，如果［Ｌ／Ｋ］（Ｇ／ＣＧ（Ｌ／Ｋ））犉。如果Ｇ 的每个真子群Ｓ都有
Ｇ 犉而Ｓ∈犉，那么Ｇ 被称为极小非犉－群。

１　预备知识

引理１［６］１６４－１６５　犉是一个饱和群系并且Ｇ 是一个极小非犉－群。如果Ｇ犉≠１是可解的，那么下列结论
成立：

ａ）对某个素数ｐ，Ｇ犉是一个特殊ｐ－群；

ｂ）Ｇ犉／Φ（Ｇ犉）是Ｇ 的犉－离心主因子；

ｃ）Φ（Ｇ犉）＝Φ（Ｇ）∩Ｇ犉；

ｄ）Φ（Ｇ）的每一个Ｇ－主因子都是犉－中心。
引理２［７］８７　如果Ｇ 是一个ｐ－可解群，则ＣＧ（Ｏｐ′，ｐ（Ｇ））Ｏｐ′，ｐ（Ｇ）。
引理３［６］２１４　对任意素数ｒ，每个ｐ－可解群都有唯一的 Ｈａｌｌ－｛ｐ，ｒ｝－子群共轭类。
引理４［８］７６－７７　假设Ａ 是ｐ－群Ｐ 的一个不可约可交换的自同构群，Ｐ ＝ｐｎ ≠１，那么Ａ 是一个循环

群且它的阶整除ｐｎ－１。 这里ｎ是使ｐｎ ≡１（ｍｏｄ｜Ａ｜）的最小自然数。
引理５［７］１６３－１６４　Ｐ 是一个ｐ－群且 Ａ 是Ｐ 的一个极大可交换子群。假设 Ｐ′ ＝ｐ，则 Ｐ：Ａ ＝

Ａ／Ｚ（Ｐ）且 Ｐ／Ｚ（Ｐ）＝ Ａ／Ｚ（Ｐ）２。
引理６［７］２１７　假设Ｒ ≠１是ＳＬ２（ｐ）的一个Ｓｙｌｏｗｒ －子群，ｐ≠ｒ。 如果ｒ≠２，那么Ｒ 是循环群；如

果ｒ＝２，那么Ｒ Ｑ８ 或者Ｒ 同构于广义四元数群。
引理７［９］　如果Ｐ 是一个阶不小于８的二面体群，那么Ａｕｔ（Ｐ）是一个２－群。
引理８［７］１９４　Ｐ１，Ｐ２ 是ＧＬ２（ｐ）的两个不同的Ｓｙｌｏｗｐ子群，那么 〈Ｐ１，Ｐ２〉＝ＳＬ２（ｐ）。
引理９［７］２０３－２０４　当ｐ≠２时，假设ａ是一个ｐ－元素且Ｒ 是满足１≠［Ｒ，ａ］的ＳＬ２（ｐ）的一个〈ａ〉－不变

ｐ′ －子群，那么ｐ＝３，Ｒ Ｑ８ 且Ｒ〈ａ〉ＳＬ２（３）。
引理１０［６］２６５－２６６　Ｇ 是Ｓｃｈｍｉｄｔ群（也就是Ｇ 是极小非幂零群），Ｐ 是Ｇ 的非正规Ｓｙｌｏｗ　ｐ－子群。当

Ｐ／Φ（Ｐ）＝ｐｎ 时，Ｇ ＝ｐαｑβ。（α与β为正整数。）
引理１１　设Ｇ 是ｐ－可解群，Ｎ 是Ｇ 的一个正规ｐ－子群，ｌｐ（Ｇ／Ｎ）＝１，则当Ｎ≤Ｚ（Ｇ）或Ｎ≤Φ（Ｇ），

总有ｌｐ（Ｇ）＝１。
证明　令Ｈ／Ｎ＝Ｏｐ′，ｐ（Ｇ／Ｎ）且Ｒ／Ｎ＝Ｏｐ′（Ｇ／Ｎ）。 当ｌｐ（Ｇ／Ｎ）＝１时，ｐ不能整除 Ｇ：Ｎ 。 显

然，Ｒ／Ｎ是Ｈ／Ｎ 的正规Ｈａｌｌ　ｐ′ －子群。如果Ｎ≤Φ（Ｇ），则Ｈ 是ｐ－幂零群［５］定理Ａ．９．２。如果Ｎ≤Ｚ（Ｇ），可
得Ｒ＝Ｎ×Ｈｐ′，Ｈｐ′是Ｈ 的正规 Ｈａｌｌ　ｐ′ －子群。综上所述，Ｈ 是ｐ－幂零群。
证毕。
引理１２［８］１８５　如果Ｇ 是ｐ－可解群，那么ｌｐ（Ｇ）≤ｃｐ（Ｇ），其中：ｃｐ（Ｇ）是Ｇ 中一个Ｓｙｌｏｗｐ－子群的幂

零类。
引理１３［６］２８１　Ｈ 是Ｇ 的一个幂零正规子群，如果Ｈ ∩Φ（Ｇ）＝１，那么Ｈ 在Ｇ 中可补且Ｈ 是Ｇ 的极

小正规子群的直积。
引理１４［１０］　如果群Ｇ 有一个正规Ｓｙｌｏｗｐ－子群Ｐ，那么Ｐ ∩Φ（Ｇ）＝Φ（Ｐ）。
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引理１５　Ｐ 是Ｇ 的一个正规ｐ－子群。如果Ｇ／ＣＧ（Ｐ）是ｐ－群，那么Ｐ 在Ｇ 中是超中心的。
证明　 ［Ｐ］（Ｇ／ＣＧ（Ｐ））是一个ｐ－群，那么Ｐ 在［Ｐ］（Ｇ／ＣＧ（Ｐ））中是超中心的，因此Ｐ 在Ｇ 中也是超

中心的。
证毕。
引理１６［１１］　Ｇ 是极小非 群， 是超可解群的类。如果Ｇ 不是一个Ｓｃｈｍｉｄｔ群，那么Ｇ 是Ｇ 的一个

Ｓｙｌｏｗｐ－子群，ｐ是 Ｇ 的最大素因子。

２　主要定理

定理１　若犉是一个饱和群系，并且Ｇ 是ｌｐ（Ｇ）≠１的一个ｐ－可解群，令Ｓ（Ｇ）≠  表示Ｇ 所有截面

Ａ／Ｂ 的集合，如果满足下列条件：

ａ）ｌｐ（Ａ／Ｂ）≠１，

ｂ）Ａ／Ｂ 的一个Ｓｙｌｏｗｐ－子群同构于极小非犉群Ｋ 的犉－上根，满足要么 Ｚ（Ｋ犉）＝ｐ，要么Ｚ（Ｋ犉）

Ｚ（Ｋ），
那么，ｐ＝３且Ｓ（Ｇ）中具有极小阶的所有截面同构于 ［Ｚ３×Ｚ３］ＳＬ２（３）。
证明　设Ａ／Ｂ 是Ｓ（Ｇ）中的一个极小阶截面。需要证明Ａ／Ｂ 同构于 ［Ｚ３×Ｚ３］ＳＬ２（３）。 假设Ｂ＝１

且Ａ＝Ｇ，根据引理１，Ｇｐ 是一个特殊ｐ－群。因为Ｇｐ 的幂零类不超过２，根据引理１２，可知ｌｐ（Ｇ）≤２，因
此可以假设ｌｐ（Ｇ）＝２且Ｏｐ′（Ｇ）＝１。
设Ｓ＝Ｏｐ（Ｇ）。 通过引理２得到ＣＧ（Ｓ）Ｓ。 如果Ｇｐ ≤Ｍ ≤Ｇ，那么ＳＯｐ′（Ｍ）＝Ｓ×Ｏｐ′（Ｍ），因

此Ｏｐ′（Ｍ）＝１且Ｍ 是ｐ－闭的。从而，每个包含于Ｇｐ 的真子群是ｐ－闭的。显然，Ｇｐ 包含于Ｇ 的唯一极大
子群ＮＧ（Ｇｐ）。
根据引理３，对每个素数ｒ，Ｇ 包含 Ｈａｌｌ－｛ｐ，ｒ｝－子群ＧｐＧｒ。 如果ＧｐＧｒ ≠Ｇ，那么Ｇｐ

－
ＧｐＧｒ。 因此

可以假设，对某个素数ｒ，Ｇ＝ＧｐＧｒ。

令Ｚ＝Ｚ（Ｇｐ），可以得到ＺＧ＝∩ｘ∈ＧＺｘ＝１。 如果ＺＧ ≠１，令ＣＧ（ＺＧ）为Ｇ 的正规群并且包含Ｇｐ，假
设Ｇ 不是ｐ－闭的，ＣＧ（ＺＧ）＝Ｇ。如果Ｚ＝ＺＧ，那么根据引理１２得到ｌｐ（Ｇ／Ｚ）＝１，根据引理１１得ｌｐ（Ｇ）＝
１。 假设１≠ＺＧ ＜Ｚ，根据ｂ），对满足条件Ｚ（Ｋ犉）Ｚ（Ｋ）的一些极小非犉－群Ｋ，存在一个同构ｇ：Ｇｐ →
Ｋ犉，显然Ｋ／ｇ（ＺＧ）是一个极小非犉－群，上根 （Ｋ／ｇ（ＺＧ））犉＝Ｋ犉／ｇ（ＺＧ），于是可以得到Ｇｐ／ＺＧ Ｚ
（Ｋ／ｇ（ＺＧ））犉，这里Ｋ／ｇ（ＺＧ）一个极小非犉－群，且Ｚ（（Ｋ／ｇ（ＺＧ））犉）Ｚ（Ｋ／ｇ（ＺＧ））。 因为 Ｇ／ＺＧ ＜
Ｇ ，所以ｌｐ（Ｇ／ＺＧ）＝１。 由引理１１，可得ｌｐ（Ｇ）＝１，矛盾。
于是ＺＧ ＝１，所以Ｓ′＝Φ（Ｓ）＝１，因此Ｓ是初等可交换群。进而得到ＳＺ且Ｓ＝ＣＧ（Ｓ）。 现在考

虑商群Ｇ＝Ｇ／Ｓ。 显然，Ｇｐ是一个初等可交换ｐ－群，根据引理１２，ｌｐ（Ｇ）＝１。 因为Ｇ 没有介于Ｇｐ和Ｇ 之

间的正规真子群，于得到Ｇ＝ＧｐＧｒ 是ｐ－幂零群。显然，ＮＧ（Ｇｐ）是Ｇ的包含Ｇｐ 唯一极大子群。根据引理

１３和引理１４，可知在Ｇ 中，Ｇｒ／Φ（Ｇｒ）是极小正规子群的补的直积。因为ＮＧ（Ｇｐ）是Ｇ 的包含Ｇｐ 唯一极

大子群，可得Ｇｒ／Φ（Ｇｒ）是群Ｇ 的主因子。因此，Ｇｐ 不可约作用在Ｇｒ／Φ（Ｇｒ）上。如果ｘ ∈Ｇｐ 在

Ｇｒ／Φ（Ｇｒ）上诱导一个平凡自同构，则根据引理 ３，ｘ 平凡作用于Ｇｒ。 因为 Ｏｐ（Ｇ）＝１，可得

ＣＧｐ（Ｇｒ／Φ（Ｇｒ））＝１，根据引理４，可得 Ｇｐ ＝ｐ。

现在取ｓ∈Ｓ／Ｚ并考虑［Ｇｐ，ｓ］，显然［Ｇｐ，ｓ］≤Ｚ。 因为对任意的ｘ，ｙ∈Ｇｐ 有［ｘｙ，ｓ］＝ ［ｘ，ｓ］ｙ［ｙ，ｓ］

＝［ｘ，ｓ］［ｙ，ｓ］，可得 ［Ｇｐ，ｓ］＝｛［ｘ，ｓ］ｘ∈Ｇｐ｝，且存在一个映射ｆ：ｘ ［ｘ，ｓ］，其中：ｘ∈Ｇｐ 是Ｇｐ 到
［Ｇｐ，ｓ］的一个满态射，其核为核Ｓ。因此，Ｇｐ／Ｓ ［Ｇｐ，ｓ］，且阶为ｐ。假设 Ｚ ＞ｐ。 由条件ｂ），在Ｚ
中存在一个子群Ｚ０，［Ｇｐ，ｓ］Ｚ０，Ｚ：Ｚ０ ＝ｐ。对于一个群同构：ｇ：Ｇｐ→Ｋ犉，其中Ｋ 是极小非犉－群，可
以得出结论Ｇｐ／Ｚ０ 是一个超特殊ｐ－群。更进一步，Ｓ／Ｚ０ 是Ｇｐ／Ｚ０ 的一个极大可交换子群。根据引理５，

Ｓ／Ｚ０：Ｚ／Ｚ０ ＝ｐ，所以 Ｇｐ／Ｚ ＝ｐ２。 假设［Ｇｐ，ｓ］≤Ｚ０，可知ｓＺ０包含于Ｚ（Ｇｐ／Ｚ０）＝Ｚ／Ｚ０，从而ｓ∈
Ｚ，矛盾，因此证明了 Ｇｐ ＝ｐ３。 如果Φ（Ｇ）∩Ｓ≠１，那么根据引理１１和引理１２得ｌｐ（Ｇ）＝１，矛盾，所
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以Φ（Ｇ）∩Ｓ＝１。 根据引理１３，Ｓ在Ｇ 中有一个补Ｈ，满足Ｈ Ｇ＝Ｇ／Ｓ且Ｓ＝Ｚｐ×Ｚｐ 和Ｇ＝［Ｚｐ×
Ｚｐ］Ｈ。 因为Ｈ 是由它的两个Ｓｙｌｏｗｐ－群生成的，所以根据引理８，得到Ｈ ＳＬ２（ｐ）。
当ｐ＝２，Ｇｐ 是二面体群或四元数群。因为在Ｇｐ 中，Ｓ是阶为４的初等交换子群，只需要考虑Ｇｐ 是二

面体群。根据引理７，这个阶为８的二面体２－群的自同构群也是一个的２－群。所以，根据引理１５，Ｋ犉是极
小非犉－群Ｋ 的超中心。根据引理１，这与条件ｂ）矛盾。
当ｐ＞２。 根据引理９，可得ｐ＝３且Ｈ ＳＬ２（３）。
证毕。
推论１　若Ｇ 是ｐ－可解群，Ｇ 有一个超特殊的Ｓｙｌｏｗ　ｐ－子群Ｐ。假设ｐ ≠３且Ｐ 同构于某个极小非

犉－群 的犉－上根，犉是一个饱和群系，则ｌｐ（Ｇ）＝１。
证明　假设这个结论是错误的。选择一个满足条件的ｐ－长 ≠１的极小阶的截面，根据定理１的结论可

知ｐ＝３，矛盾。
证毕。
推论２　Ｇ 是３－可解群，Ｇ 有一个超特殊Ｓｙｌｏｗ　３－子群Ｐ。假设Ｐ 同构于极小非犉－群的犉－上根，犉是

一个饱和群系。则要么ｌ３（Ｇ）＝１，要么ＳＬ２（３）都包含于Ｇ 的截面中。
证明　当ｌｐ（Ｇ）＞１时，令Ｓ（Ｇ）是Ｇ 的所有截面Ａ／Ｂ 的集合，满足以下条件：ｌｐ（Ａ／Ｂ）＞１且Ａ／Ｂ

的一个 Ｓｙｌｏｗ　ｐ－子群是同构于一个极小非犉－群的犉－上根，所以Ｇ ∈Ｓ（Ｇ）。 根据定理１，［Ｚ３ ×
Ｚ３］ＳＬ２（３）同构于Ｓ（Ｇ）中的某一个元素，因此ＳＬ２（３）同构于Ｇ 的截面。
证毕。
定理２　群Ｇ 是ｐ－可解群，Ｐ 是Ｇ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群。如果Ｐ 满足以下条件之一：

ａ）Ｐ 同构于某个Ｓｃｈｍｉｄｔ群的正规Ｓｙｌｏｗｐ－子群，

ｂ）Ｐ 是超特殊ｐ－群且同构于一个奇数阶的极小非超可解群的正规Ｓｙｌｏｗｐ－子群，
则ｌｐ（Ｇ）＝１。
证明　假设定理不真。根据定理１，只要Ｇ 满足以下任一条件：

ａ）Ａ／Ｂ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群同构于Ｓｃｈｍｉｄｔ群的正规Ｓｙｌｏｗｐ－子群，

ｂ）Ａ／Ｂ 的Ｓｙｌｏｗｐ－子群是超特殊的并且同构于一个奇数阶的极小非超可解群的正规Ｓｙｌｏｗｐ－子群，
可得ｐ＝３且存在一个截面Ａ／Ｂ  ［Ｚ３×Ｚ３］ＳＬ２（３）。
假设Ａ＝Ｇ，Ｂ＝１，Ｐ ＝３３且Ｇ ［Ｚ３×Ｚ３］ＳＬ２（３），假设Ｐ 同构于某个阶为３３ｑβ 的Ｓｃｈｍｉｄｔ群的

正规Ｓｙｌｏｗ　３－子群，ｑ是素数。因为 Ｐ／Φ（Ｐ）＝ｐ２，由引理１可得３２ ≡１（模ｑ）（即ｑ＝２）。这是不可
能的。
现在假设Ｐ 同构于奇数阶的极小非超可解群Ｄ 的正规Ｓｙｌｏｗ　ｐ－子群，那么３是 Ｄ 的最小素因子。

根据引理１６，Ｄ 是一个Ｓｃｈｍｉｄｔ群。
证毕。

３　结　语

本文利用极小阶反证法，通过对特殊ｐ－群和超特殊ｐ－群的性质进行分析，研究了有限ｐ－可解群的ｐ－
长，得到了关于饱和群系中ｐ－长不等于１的ｐ－可解群Ｇ 在其所有截面的ｐ－长不等于１的情况下，可解群Ｇ
具有极小阶的截面的结构和性质。
在后续研究中，可利用本文的结论进行推广，继续研究其对ｐ－群的可解性、幂零性、超可解性的一些其

他影响。
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