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含裂纹齿轮传动系统动力学特性研究
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　　摘　要：为研究齿根裂纹扩展导致的啮合刚度变化对齿轮箱振动的影响，基于含裂纹齿轮系统动力学模型分析
了齿轮传动系统的动力学特性。首先建立了渐开线直齿轮两级传动系统的集中参数模型；然后根据该模型，利用数
值方法模拟了齿根裂纹的扩展过程，进而采用能量法求解不同裂纹尺寸的齿轮时变啮合刚度；最后将刚度激励作为
齿轮系统的激励，代入传动系统集中参数模型，得到传动系统的动力学响应。结果表明：在含裂纹轮齿啮合过程中，
齿轮速度级振动时域信号产生周期性冲击变化，而加速度级振动时域信号产生更剧烈的振动冲击；系统负载和转速
主要影响动力学响应的幅值、周期和相位；不同故障形式导致齿轮的动力学响应的频率发生变化，主要体现在峰值、
频带分布上。该研究结果有助于了解齿轮萌生疲劳裂纹并扩展时齿轮传动系统的动力学特性，为齿轮系统健康状
况检测提供理论依据。
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０　引　言

随着机械行业的全面发展，机械设备对传动系统
的要求越来越高。齿轮传动系统具有传递可靠、结构
紧凑、承载能力强等优点，因此广泛应用于车辆、机
床、航空运输等各种机械设备中。齿轮传动系统中最
容易发生的故障是齿根疲劳裂纹扩展导致的轮齿断

裂［１］。齿根疲劳裂纹的萌生和扩展会改变传动系统
的动力学特性，并体现为箱体表面振动以及轴系的扭
振等可监测信号的异常。若能利用针对性的算法对
这些信号异常进行识别，则可以了解内部齿轮的疲劳
裂纹状态，从而实现对齿轮健康状况的监测。为建立
这种针对性的识别算法，有必要通过理论模型研究疲
劳裂纹的扩展行为与振动信号之间的随变规律。
传动系统动力学特性的理论分析，历来受研究

人员所重视。钱露露等［２］将有限元模型计算结果与
实验结果对比，验证了单级齿轮传动系统固有频率
的一致性，为齿轮系统稳定性分析提供依据。范俊
等［３］通过接触有限元法模拟了齿轮副的连续啮合过

程，定量分析了共振状态下齿轮的动力学响应。马
锐等［４］建立了参数化动力学模型，通过幅频曲线等
分析含裂纹齿轮信号振动特征，并根据奇异性理论
揭示了裂纹和传动误差引起的不同分岔模式。

Ｗａｎｇ等［５］综述了时变啮合刚度、齿侧啮合间隙等
因素对齿轮系统非线性动力学的影响。Ｐａｒｅｙ等［６］

对含缺陷的齿轮系统开展研究，分析了各种含故障
的齿轮传动系统的动态特性。Ｈｏｗａｒｄ等［７］建立了
考虑齿面摩擦的齿轮传动系统十六自由度运动方

程，通过数值方法分析了含裂纹齿轮系统的振动响

应。Ｊｉａ等［８］建立了三轴两对２６自由度齿轮动力学
模型，对比了时变啮合刚度和载荷比对齿轮局部齿
面剥落损伤和裂纹故障的影响。林腾蛟等［９］建立了
故障斜齿轮耦合动力学模型，研究了振动响应的冲
击现象，并分析了齿轮故障对齿轮系统频域响应的
影响。齿轮传动系统各类建模分析方法的特点、应
用场合均不同，应根据含裂纹故障的两级齿轮传动
系统的特点确定合适的研究方法。
本文建立了两级传动系统动力学模型，并将基

于悬臂梁原理的时变啮合刚度计算以及疲劳裂纹扩

展仿真分析嵌入其中，计算得到了齿根裂纹疲劳扩
展导致的时变啮合刚度变化规律，以及含裂纹故障
的齿轮系统动力学响应的异常变化规律，为齿轮传
动系统的故障诊断及实时监测提供理论支持。

１　齿轮传动系统建模

本文采用集中参数法来建立齿轮传动系统的动

力学模型。该方法计算量小，便于与前后处理过程
形成迭代，适于研究动力学响应的时变特性，符合本
文的研究目标。集中参数法是将系统简化为集中参
数，将传动系统视为由一系列弹簧、阻尼、质量块相
互连接而成。因裂纹扩展导致的时变啮合刚度则换
算为激励施加于系统。
齿轮传动系统模型如图１所示。将齿轮沿啮合

线方向竖直排列，Ｇｉ（ｉ＝１，２，３，４）分别为齿轮的
理论旋转中心，ｘ轴垂直于齿轮啮合线，ｙ轴平行于
齿轮啮合线方向，ｚ轴与传动轴方向平行。齿轮编
号１、２、３、４分别表示第一级主、从动齿轮、第二级
主、从动齿轮。

图１　齿轮传动系统模型
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　　齿轮系统动力学微分方程可以用式（１）表示：
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（１）

其中：Ｍ ＝ｄｉａｇ（ｍ１，ｍ２，ｍ３，ｍ４）；Ｃｘ ＝ｄｉａｇ
（ｃｘ１，ｃｘ２，ｃｘ３，ｃｘ４）；Ｋｘ＝ｄｉａｇ（ｋｘ１，ｋｘ２，ｋｘ３，

ｋｘ４）；Ｓｘ＝［ｓｘ１ｓｘ２ｓｘ３ｓｘ４］；Ｃｙ＝ｄｉａｇ（ｃｙ１，ｃｙ２，

ｃｙ３，ｃｙ４）；Ｋｙ＝ｄｉａｇ（ｋｙ１，ｋｙ２，ｋｙ３，ｋｙ４）；Ｓｙ＝
［ｓｙ１ｓｙ２ｓｙ３ｓｙ４］；ＣＴ

ｔ＝［ｃｔ１ｃｔ１ｃｔ２ｃｔ２］；ＫＴ
ｔ＝［ｋｔ１

ｋｔ１ｋｔ２ｋｔ２］；ξ＝［ξｙ１ξｙ２ξｙ３ξｙ４］；Ｉ＝ｄｉａｇ（Ｉ１，Ｉ２，

Ｉ３，Ｉ４）；Ｃθ＝ｄｉａｇ（ｃｉｎ，ｃｃ，ｃｃ，ｃｏｕｔ）；Ｋθ＝ｄｉａｇ
（ｋｉｎ，ｋｃ，ｋｃ，ｋｏｕｔ）；θ＝［θ１θ２θ３θ４］；ξθ＝［ξθ１ξθ２

ξθ３ξθ４］；ξθｉ＝Ｒｅθｅ－Ｒｉθｉ＋ｙｉ－ｙｅ；ｓｘｉ、ｓｙｉ分别为齿轮
沿ｘ、ｙ方向上的平移自由度；θｉ 为齿轮的扭转自
由度；ξｙｉ、ξθｉ分别为齿轮啮合线上线性位移、扭转
角位移；Ｒｉ 为齿轮基圆半径；ｋｔｉ、ｃｔｉ分别为齿轮
时变啮合刚度、阻尼；下标为ｅ的变量表示与之
啮合的齿轮。参数的含义见表１。

表１　齿轮系统参数含义

参数 符号 数值

输入扭矩／（Ｎ·ｍ） Ｔｉｎ １１．９
输出扭矩／（Ｎ·ｍ） Ｔｏｕｔ ４８．８

电机轴、输出轴扭转刚度／（Ｎ·ｍ·ｒａｄ－１） ｋｉｎ、ｋｏｕｔ ４．４×１０４

电机轴、输出轴扭转阻尼／（Ｎ·ｍ·ｒａｄ－１） ｃｉｎ、ｃｏｕｔ ５．０×１０５

轴承支撑刚度／（Ｎ·ｍ－１） ｋｘ１、ｋｘ２、ｋｘ３、ｋｘ４ ６．６×１０７

轴承支撑刚度／（Ｎ·ｍ－１） ｋｙ１、ｋｙ２、ｋｙ３、ｋｙ４ ６．６×１０７

轴承阻尼／（Ｎ·ｓ·ｍ－１） ｃｘ１、ｃｘ２、ｃｘ３、ｃｘ４ １．８×１０５

轴承阻尼／（Ｎ·ｓ·ｍ－１） ｃｙ１、ｃｙ２、ｃｙ３、ｃｙ４ １．８×１０５

２　齿轮系统参数计算

２．１　健康齿轮时变啮合刚度计算
本文采用势能法求解齿轮时变啮合刚度［１０］。

将每个轮齿看作是一个从基圆上伸出的变截面悬臂

梁来模拟单个轮齿在齿面啮合作用下产生形变的情

况，齿轮啮合受力过程如图２所示。

图２　齿轮啮合过程受力图

当轮齿啮合时，轮齿的变形能主要由轮齿的弯
曲势能Ｕｂ、剪切势能Ｕｓ、径向压缩势能Ｕａ、赫兹接

触势能Ｕｈ 组成
［１１］。齿轮啮合势能Ｕ、啮合力Ｆ 和

啮合刚度ｋ之间的关系可以用式（２）表示为：

Ｕ＝
Ｆ２

２ｋ
（２）

齿轮系统的总啮合刚度可视为弯曲刚度ｋｂ、剪切刚
度ｋｓ、径向压缩刚度ｋａ以及赫兹接触刚度ｋｈ 的串
联。齿轮啮合作用线在啮合过程中不断改变，但是
始终垂直啮合齿廓。齿轮啮合力Ｆ 可以分解为两
个正交力Ｆａ、Ｆｂ。因此，齿轮的弯曲刚度、剪切刚
度、径向压缩刚度可用式（３）—（５）分别表示为：

１
ｋｂ
＝
２Ｕｂ

Ｆ２ ＝
２
Ｆ２∫

ｄ

０

［Ｆｂ（ｄ－ｌ）－Ｆａｈ］２

２ＥＩｌ
ｄｌ （３）

１
ｋｓ
＝
２Ｕｓ
Ｆ２ ＝

２
Ｆ２∫

ｄ

０

１．２Ｆ２ｂ
２ＧＡｌ

ｄｌ （４）

１
ｋａ
＝
２Ｕａ
Ｆ２ ＝

２
Ｆ２∫

ｄ

０

Ｆ２ａ
２ＥＡｌ

ｄｌ （５）

其中：Ｉｌ 为距离齿根ｌ处的齿轮部分的转动惯量；
Ａｌ 为有效截面惯性矩；Ｅ、Ｇ、Ｌ、ｖ分别表示为杨氏
模量、剪切模量、齿宽、泊松比。Ｉｌ、Ａｌ、Ｇ 可用式
（６）—（８）分别表示为：

Ｉｌ＝
１
１２
（２ｈｌ）３　Ｌ＝

２
３
ｈ３ｌＬ （６）

Ａｌ＝２ｈｌＬ （７）

Ｇ＝
Ｅ

２（１＋ν）
（８）

　　一对啮合齿的赫兹接触刚度沿作用线为常
数［１２］，与接触位置无关，可用式（９）表示为：

ｋｈ＝
πＥＬ

４（１－ｖ２）
（９）
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齿轮的每个齿在啮合过程中，分为单对齿啮合和双
对齿啮合过程。齿轮的总啮合刚度由每对参与啮合
齿的时变啮合刚度并联，可用式（１０）表示为：

ｋｔ＝ｋｔ，１＋ｋｔ，２＝∑
２

ｉ＝１

１
１
ｋｈ，ｉ

＋
１
ｋｂ１，ｉ

＋
１
ｋｓ１，ｉ

＋
１
ｋａ１，ｉ

＋
１
ｋｂ２，ｉ

＋
１
ｋｓ２，ｉ

＋
１
ｋａ２，ｉ
（１０）

其中：ｉ＝１时为第一对齿啮合，ｉ＝２时为第二对齿
啮合。
为了研究刚度在角位移情况下的变化，将线位

移换算为角位移，推导得齿轮时变啮合刚度随啮合
角度的变化关系，将表２齿轮参数代入式（３）—（１０）
中求解得两级齿轮系统时变啮合刚度。
图３给出了输入轴转频为３０Ｈｚ、负载为４８．８

Ｎ·ｍ时３．０×１０－２～３．４×１０－２　ｓ内齿轮系统的时

　　表２　齿轮参数

齿轮 齿数／个 模数／ｍｍ 齿宽／ｍｍ 压力角／（°） 弹性模量／ＧＰａ 泊松比 质量／ｋｇ 转动惯量／（ｋｇ·ｍ２）
齿轮１　 ２３　 ５　 ２０　 ２０　 ２０６．８　 ０．３　 ０．９９７　 １．８３５×１０－３

齿轮２　 ４５　 ５　 ２０　 ２０　 ２０６．８　 ０．３　 ５．３７８　 １．９３６×１０－２

齿轮３　 ２５　 ５　 ２０　 ２０　 ２０６．８　 ０．３　 １．１０５　 １．５８４×１０－３

齿轮４　 ４７　 ５　 ２０　 ２０　 ２０６．８　 ０．３　 ５．４９９　 ２．２６２×１０－２

变啮合刚度。齿轮的时变啮合刚度呈周期性变化，
在齿轮双对齿参与啮合时，齿轮刚度逐渐增大；当齿
轮即将退出双对齿啮合，刚度逐渐减小；当齿轮进入
单对齿啮合时，时变刚度骤降后随着啮合稳定，刚度
逐渐增加。

图３　齿轮传动系统刚度

ＩＳＯ６３３６－１： ２００６ 《Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｌｏａｄ
Ｃａｐａｃｉｔｙ　ｏｆ　Ｓｐｕｒ　ａｎｄ　Ｈｅｌｉｃａｌ　Ｇｅａｒｓ》标准中给出了
齿轮副的单齿最大啮合刚度和平均啮合刚度的计算

方法，将势能法计算的啮合刚度与ＩＳＯ标准计算的
结果比较见表３。从表３中可以看出，本文势能法
与该标准计算的刚度比较吻合，验证了势能法计算
刚度的准确性。

２．２　含裂纹齿轮时变啮合刚度计算
高云［１３］采用有限元方法对齿轮进行应力分析，

确定了齿根处最大主应力的位置，并将其作为疲劳
裂纹的起裂点，然后对齿根裂纹在实际工作中的扩

　　 表３　啮合刚度计算结果

计算方法
单齿最大啮合刚度／
（１０８　Ｎ·ｍ－１）

平均啮合刚度／
（１０８　Ｎ·ｍ－１）

ＩＳＯ标准 ７．９５４６　 １．０５１５
势能法 ８．１４０９　 １．０６６７
相对误差／％ ２．３４　 １．４５

展轨迹进行了模拟分析。为了解含裂纹齿轮的时变
啮合刚度及其随裂纹扩展的变化规律，本文将啮合
刚度的计算分析嵌入到裂纹扩展的模拟分析过程，
从而计算求解齿轮的时变啮合刚度随齿根疲劳裂纹

扩展的变化规律。
在第一级主动齿轮齿根最大主应力位置预设不

同长度的裂纹，再对该模型进行计算。结果表明：同
健康齿轮刚度计算相比，赫兹刚度以及轴向压缩刚度
未发生明显变化。但齿根截面的惯性矩随着裂纹扩
展而变化显著，齿轮的弯曲刚度和扭转刚度也会同步
变化。图４为两个啮合周期内含不同长度裂纹的齿
轮系统在输入轴转频为３０Ｈｚ、负载为４８．８Ｎ·ｍ工
况下的时变啮合刚度。在３．０×１０－２～３．４×１０－２　ｓ
内，含裂纹齿经历了三个啮合阶段。含裂纹齿啮合
刚度整体趋势与健康齿轮啮合刚度相似，但随着裂
纹长度的增加，含裂纹齿啮合刚度整体呈减小趋势。
在啮合过程中，随着含裂纹齿承担载荷越来越多，刚
度变化幅度增大；含裂纹齿承担全部载荷时，含裂纹
齿啮合刚度均减小；随着裂纹齿啮出，含裂纹齿承担
载荷减少，刚度变化幅度减小。

３　齿轮系统动力学特性分析

３．１　不同工况系统动力学响应
根据齿轮系统动力学方程特性，无法得到解析
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图４　含不同长度齿根裂纹齿轮时变啮合刚度

解，故采用数值方法对其求解。作为对比算例，首先
计算健康齿轮系统在载荷和转速变化情况下的动态

响应，以了解载荷和转速对齿轮系统的影响。
当齿轮系统工作于不同工况时，齿轮系统动力

学特性也会随之变化，选取第一级主动齿轮的动力
学响应进行研究。根据结果知，不同工况导致瞬时
位移变化幅度最大，速度变化幅度次之，加速度响应
变化较小，故选取位移响应进行论述。
图５（ａ）—（ｂ）是输入轴转频固定为３０Ｈｚ、载荷分

别为４８．８、９７．６、１４６．４Ｎ·ｍ时齿轮１的横向振动位
移时域图；图５（ｃ）—（ｄ）为载荷固定在４８．８Ｎ·ｍ、输
入轴转频分别为３０、６０、９０Ｈｚ时齿轮１的扭转振动位
移时域图。健康状态下齿轮系统的位移时域响应信号
呈周期性振荡衰减，不同工况下时域特性也大体相似。
从图５（ａ）—（ｂ）可以看出随着载荷的增大，齿轮的振动
幅值也明显增大；图５（ｃ）—（ｄ）中转速变化时，振动幅
值的变化趋势相对较小，主要体现在振动周期的变化，
并且随着转速减小，相位存在滞后现象。

３．２　含裂纹齿轮系统动力学响应
为探究齿根疲劳裂纹扩展导致的时变啮合刚度

与齿轮传动系统动力学响应之间的随变关系，本节给
出齿轮传动系统含不同长度裂纹时的动力学响应。
将含裂纹齿轮的时变啮合刚度作为故障齿轮系统的

动态激励求解故障齿轮的动力学响应。考虑到加速
度测量在机械设备检测中广泛使用，故选取健康齿轮
和含裂纹齿轮的加速度响应信号进行对比分析。
图６选取齿轮系统在输入轴转频为３０Ｈｚ、负

载为４８．８Ｎ·ｍ的工况下含裂纹齿的动力学响应。
由于裂纹的存在，齿轮的动力学响应均出现了异常
特征。图６（ａ）中，加速度响应随着裂纹长度增加，
振动幅值增大，当裂纹齿进入双对齿啮合时，振动幅
值变化最大，振动冲击也最为激烈。由图６（ｂ）可
得，含裂纹齿角加速度信号随着裂纹长度增加，振动
幅值逐渐减小，在单、双对齿交替啮合时冲击较大，
并逐渐趋于平缓，且在相位上也表现为滞后。

图５　齿轮１不同工况位移曲线

　　图７为齿轮横向振动加速度和扭转振动角加速
度增幅的均方根值与不同裂纹长度之间的随变关系

图。随着裂纹长度的增加，齿轮的动力学响应增幅
变化越来越剧烈，振动愈发激烈，并且扭转振动响应
增幅变化更加明显。同时异常振动响应的剧烈变
化，刺激裂纹扩展加快，从而使循环次数减小，这与
齿根疲劳裂纹扩展趋势吻合。
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图６　含不同长度裂纹齿轮加速度级动力学响应曲线

图７　加速度增幅与裂纹长度的随变曲线

３．３　不同故障形式频域分析
将齿轮系统动力学响应信号转换到频域上能够

得到信号的频率信息，进而获取齿轮故障对振动响

应的影响。为了对比不同故障类型的动力学响应，
分析疲劳裂纹对动力学响应频率成分的影响，将齿
轮预设点蚀、磨损故障，求解其对应时变啮合刚度激
励下的动力学响应。
图８为健康齿轮啮合时振动信号的频域图，频

率成分主要有第一级齿轮啮合频率ｆｍ１ 及其谐波，
并且包括第二级齿轮啮合频率ｆｍ２ 及其边频带。
图９为含裂纹齿轮啮合时振动信号的频域图，当齿
轮含有３．０ｍｍ裂纹故障时，啮合时会产生冲击振
动，并且表现为周期性的冲击振动；齿轮振动信号以
啮合频率及其谐波为载波频率，齿轮所在轴转频及
其倍频为调制频率，调制峰群集中在啮合频率附近
即低频区域，且边频带幅值增大。

图８　健康齿轮频域图

图９　含裂纹齿轮频域图

图１０为含点蚀、磨损故障的齿轮啮合时振动信
号的频谱图。当齿轮含有１５％微点蚀故障［１４］，即齿

面点蚀微元边长１０μｍ，坑深２０μｍ的点蚀坑呈随
机均匀分布时，异常振动频率较高，边频成分非常复
杂，主要在中高频区域的频率附近出现明显调制峰
群，同时伴随振动信号幅值增大。当齿轮含有均匀
磨损故障时，振动信号中一般不会出现冲击振动信
号。磨损初期，频谱特征无明显差别，但随着磨损程
度逐渐加深时，齿轮振动信号的啮合频率及其谐波
幅值会显著增加，磨损越严重，幅值增幅越大。
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图１０　含其它故障齿轮频域图

通过分析异常信号特征的周期性、调制频带的
分布性、峰值幅度的变化，可判断齿轮传动系统是否
出现故障及故障类型。因此，分析齿轮系统振动信
号的频率成分，对具有故障的齿轮系统信号进行细
化分析，有助于提取典型故障特征，为齿轮系统健康
状况监测提供支持。

４　结　论

本文基于两级渐开线直齿圆柱齿轮系统，将齿
根疲劳裂纹扩展、时变啮合刚度计算及传动系统动
力学响应联系起来，对齿轮系统进行动力学分析。
探究随裂纹扩展时齿轮系统的动力学特性，并得出
以下结论：

ａ）裂纹的存在使得齿轮系统时变啮合刚度整体
逐渐减小，并且由于含裂纹齿承担载荷越多、裂纹长
度越长，刚度变化幅度越大。

ｂ）载荷的变化主要影响齿轮振动信号的幅值，
而转速主要导致齿轮系统振动信号周期性变化。

ｃ）含裂纹齿的振动响应信号随着裂纹的增加，
加速度响应幅值增大，角加速度响应幅值减小，并伴
随着时域信号振动幅值相位滞后。

ｄ）齿根疲劳裂纹使得齿轮动力学响应频率成分
增多，主要表现为裂纹导致的异常频率特征，并集中

　　

在含裂纹齿轮啮合频率处；裂纹、点蚀、磨损三种不
同故障导致动力学响应的频率峰值、频带发生变化。
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