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带载流导体微机电系统动态Ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值研究
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　　摘　要：利用动力系统和微分方程定性理论研究了带载流导体微机电系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值。通过对系统轨线

的分析，得到该系统集总参数存在唯一的阈值；分析该阈值与系统周期解、ｐｕｌｌ－ｉｎ解和趋于平衡态解之间的关系，进

一步得到当集总参数超过该阈值时，系统发生动态ｐｕｌｌ－ｉｎ。
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０　引　言

微机电系统包括微传感器、微执行器、信号处理器和电源等，其中微执行器是系统的核心部分，为系统提
供驱动力。在系统集总参数的阈值处，微执行器会发生ｐｕｌｌ－ｉｎ现象，即微执行器的移动板突然“ｐｕｌｌ－ｉｎ”到
固定板，从而导致设备故障，因此研究系统发生ｐｕｌｌ－ｉｎ现象时所对应的阈值（以下简称“ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值”）非常
必要。通常，在微执行器的移动板距固定板约１／３处，静电力会平衡线性恢复，使系统发生静态ｐｕｌｌ－ｉｎ［１－２］。

１９６７年，Ｎａｔｈａｎｓｏｎ等［３］首先引入了静电微执行器的质量弹簧模型，并对ｐｕｌｌ－ｉｎ现象给出了理论解释，但是
如何得到系统发生ｐｕｌｌ－ｉｎ现象的条件，这一问题并未得到根本解决。之后，这类问题的研究受到许多数学
物理学家的关注。Ｎａｙｆｅｈ等［４］发现交流负载与纯直流负载下微机电系统ｐｕｌｌ－ｉｎ现象差异，从而提出了微
机电系统的动态ｐｕｌｌ－ｉｎ。Ｓｈｉｒｂａｎｉ等［５－６］利用数值解得到了磁微执行器动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值的近似值。近年来，



Ｉｍａｉ等［７］通过实验发现，磁微执行器移动板的位移是双向的，并且位移可以通过磁体的初始位置控制。

Ｓｋｒｚｙｐａｃｚ等［８］利用动力学分支理论对石墨烯微机电系统进行了研究，得到了静电集总参数模型导体的初始
位置为零时系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值。根据Ｓｅｄｉｇｈｉ等［９］关于分散力对振动纳米悬臂动态ｐｕｌｌ－ｉｎ研究的结果，

Ｈｅ等［１０］在忽略分散力的情况下，发现了带载流导体的微机电系统，并研究了导体初始位置为零时系统动态

ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值。然而，Ｈｅ等［１０］没有考虑导体初始位置非零时系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值。
本文研究了导体初始位置在一定范围内的系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值。首先利用微分方程定性理论研究了

系统集总参数存在唯一的阈值Ｋ＊（ｘ０），再利用动力系统理论导出系统的解与该阈值Ｋ＊（ｘ０）之间的关系，
从而得到了系统发生动态ｐｕｌｌ－ｉｎ与该阈值Ｋ＊（ｘ０）之间的关系，该阈值可以确定载流导体微机电系统发生
动态ｐｕｌｌ－ｉｎ的位置。

１　基本模型

带载流导体微机电系统的微执行器受线性恢复力和电磁力共同作用，如图１所示。其中：ｂ是移动导线
与固定导线的初始距离，ｋ是弹簧的弹性常数，ｘ槇是第ｔ槇时刻移动导线的位移，ｉ１是移动导线的电流，ｉ２是固
定导线的电流，Ｆ１ 是弹簧弹力，Ｆ２ 是电磁力。若两条平行导线之间通相同方向的电流，则彼此之间相互吸
引，从而产生磁场，其大小由安培定律决定［１１］。

图１　微执行器结构示意图

Ｈｅ等［１０］将带载流导体的微机电系统描述为：

ｍｄ
２ｘ槇
ｄｔ槇２

＋ｋｘ槇－ μ０ｉ１ｉ２ｌ
２π（ｂ－ｘ槇）＝

０ （１）

其中：ｍ 和ｌ分别是移动导线的质量和长度，ｋｘ槇是弹簧弹力，μ０
ｉ１ｉ２ｌ

２π（ｂ－ｘ槇）
是两条导线电流共同作用产生的磁

力，μ０＝４π×１０－
７　Ｎ／Ａ２ 是磁常数。

令ｘ＝
ｘ槇
ｂ
，ｔ＝ｔ槇

ｋ
ｍ槡，Ｋ＝μ

０ｉ１ｉ２ｌ
２πｋｂ２

，方程（１）可化为：

ｍｄ
２　ｘ
ｄｔ　２

＋ｘ－
Ｋ
１－ｘ＝

０ （２）

其中：ｘ是正则化时间ｔ下移动导线的位移；Ｋ 是系统集总参数，由于两条导线的电流都是同向的，所以

Ｋ ≥０。 显然，方程（２）是一个哈密尔顿系统。非线性微分方程（２）的初值问题可以化成一阶微分方程组：

ｄｘ
ｄｔ＝ｙ

ｄｙ
ｄｔ＝－ｘ＋

Ｋ
１－ｘ

烅

烄

烆

（３）

初值ｘ（０）＝ｘ０，ｙ（０）＝０。

２　系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值

系统（３）关于时间ｔ积分可得：

Ｈ ＝
１
２
（ｙ（ｔ））２＋

１
２
ｘ２（ｔ）＋Ｋｌｎ｜１－ｘ（ｔ）｜ （４）
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其中：Ｈ 为积分常数。将初值ｘ（０）＝ｘ０，ｙ（０）＝０代入方程（４）可知：

Ｈ ＝
１
２
ｘ０２（ｔ）＋Ｋｌｎ｜１－ｘ０（ｔ）｜ （５）

联立方程（４）—（５），有：

（ｙ（ｔ））２＝－ｘ２（ｔ）－Ｋｌｎ
１－ｘ（ｔ）
１－ｘ０（ｔ）

＋ｘ２０（ｔ） （６）

把系统（３）的平衡点 １＋ １－４槡 Ｋ
２

，０（ ）代入方程（６），则有：
１＋ １－４槡 Ｋ

２（ ）２－ｘ２０＋２　Ｋｌｎ１－ １－４槡 Ｋ
２（１－ｘ０）

＝０ （７）

　　定理１　对任意的ｘ０∈ －１，
１
２（ ），方程（７）存在唯一的正根Ｋ＊（ｘ０）。当Ｋ＜Ｋ＊（ｘ０）时，系统（３）有周

期解；当Ｋ＝Ｋ＊（ｘ０）时，系统（３）有一个趋于平衡态的解；当Ｋ ＞Ｋ＊（ｘ０）时，系统（３）有ｐｕｌｌ－ｉｎ解。

证明　令ｍ＝
１＋ １－４槡 Ｋ

２
，方程（７）可改写为ｍ２－ｘ２０＋

１
２
（１－（２　ｍ－１）２）ｌｎ

１－ｍ
１－ｘ０

＝０，且
１
２＜

ｍ＜１。

假设ｆ（ｍ）＝ｍ２－ｘ２０＋
１
２
（１－（２　ｍ－１）２）ｌｎ

１－ｍ
１－ｘ０

，易知ｘ０＜
１
２＜

ｍ。 对ｆ（ｍ）关于ｍ 求导得

ｆ′（ｍ）＝２ｍ－
１
２
（１－（２ｍ－１）２）

１－ｘ０
１－ｍ －

２（２ｍ－１）ｌｎ
１－ｍ
１－ｘ０

．

经计算有ｆ′（ｍ）＞０，则ｆ（ｍ）是单调递增函数，且ｆ
１
２（ ）＝１４－ｘ２０＋１２ｌｎ １

２（１－ｘ０）＜
０。 而ｆ（１－）＝

ｌｉｍ
ｍ→１－

ｍ２－ｘ２０＋
１
２
（１－（２　ｍ－１）２）ｌｎ

１－ｍ
１－ｘ０（ ）＝１－ｘ２０，当ｘ０∈ －１，

１
２（ ）时，ｆ １

２（ ）ｆ（１）＜０。因此，
当初值ｘ０ ∈ －１，

１
２（ ）时方程（７）存在唯一的正根Ｋ＊（ｘ０）。

证毕。
将初值ｘ０＝０．１０００代入方程（７），利用数值计算可得：Ｋ＊（ｘ０）＝０．２１８７。当Ｋ 分别取０．７２３０、０．５３４１、

０．３５００、Ｋ＊（ｘ０）、０．２０１０、０．１５３０时，系统（３）对应的轨线图如图２所示。

图２　当ｘ０ ＝０．１０００时，系统（３）的轨线

当０＜Ｋ ＜Ｋ＊（ｘ０）时，系统（３）的轨线对应图２中的闭轨线。由于周期轨对应周期解，则系统（３）有周
期解，如图３（ａ）所示；类似地，当Ｋ＝Ｋ＊（ｘ０）时，系统（３）有趋于平衡态的解，如图３（ｂ）所示；当Ｋ＞Ｋ＊（ｘ０）
时，系统（３）有ｐｕｌｌ－ｉｎ解，如图３（ｃ）所示；当Ｋ ＜０时，系统（３）有周期解，如图３（ｄ）所示。
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图３　当ｘ０ ＝０．１０００时，系统（３）的解

结合实际模型，对任意初值ｘ０ ∈ －１，
１
２（ ），带载流导体微机电系统集总参数 Ｋ 存在唯一的阈值

Ｋ＊（ｘ０），当Ｋ ＜Ｋ＊（ｘ０）时，系统的移动导线缓慢地向固定导线移动；当Ｋ＝Ｋ＊（ｘ０）时，系统处于临界平衡
状态，此时的点称为ｐｕｌｌ－ｉｎ点，对应的电压称为ｐｕｌｌ－ｉｎ电压，Ｋ＊（ｘ０）称为动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值；当Ｋ＞Ｋ＊（ｘ０）
时，由于模型包含非线性项，系统的移动导线会突然ｐｕｌｌ－ｉｎ到固定导线，从而发生动态ｐｕｌｌ－ｉｎ。

３　结　论

本文通过动力系统和微分方程定性理论研究了带载流导体微机电系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值，对任意的初值

ｘ０∈ －１，
１
２（ ），系统集总参数存在唯一的阈值Ｋ＊（ｘ０），且当Ｋ ＞Ｋ＊（ｘ０）时，系统发生动态ｐｕｌｌ－ｉｎ。上述

结果对设计带载流导体微机电系统发生ｐｕｌｌ－ｉｎ现象的位置提供了理论预测，使得设计者能够避免ｐｕｌｌ－ｉｎ位
置。本文研究的是不考虑分散力的情况，若考虑分散力，数学模型将十分复杂，确定其集总参数的阈值就更
加困难，是否可以得出系统动态ｐｕｌｌ－ｉｎ阈值，将是下一步需要探讨的问题。
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