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　　摘　要：研究ｎ维空间中带导数非线性项的半线性波动方程小初值Ｃａｕｃｈｙ问题（Ｇｌａｓｓｅｙ猜想），证明当１＜ｐ≤

１＋
２

ｎ－１
（ｐ为非线性指标）时，能量解将在有限时间破裂，并进一步建立了破裂解的生命跨度上界估计。在证明过

程中，利用截断函数和线性波动方程的一个特殊解，构造了一个自身为负但其关于时间的一阶导数为非负的试探函

数，用一种简洁明了的新方法得到了结论，简化了前人的证明。
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０　引　言

研究以下半线性波动方程的小初值Ｃａｕｃｈｙ问题：

ｕｔｔ－Δｕ＝ ｕｔ ｐ，（ｘ，ｔ）∈ 瓗ｎ ×［０，Ｔ］

ｕ（ｘ，０）＝εｆ（ｘ）

ｕｔ（ｘ，０）＝εｇ（ｘ），ｘ∈ 瓗ｎ
烅

烄

烆

（１）



其中：Δ表示拉普拉斯算子，Δ＝∑
ｎ

ｉ＝１

２

ｘ２ｉ
；ｐ为非线性指标；ε＞０是小参数，且其初值满足：

（ｆ，ｇ）∈Ｈ１（瓗ｎ）×Ｌ２（瓗ｎ）

ｓｕｐｐ（ｆ，ｇ）∈ ｛ｘ∈ 瓗ｎ；ｘ ≤１｝

ｆ（ｘ）≥０，ｇ（ｘ）≥０
烅
烄

烆

（２）

定义问题（１）的解在 瓗×［０，ｔ］中存在时，解的生命跨度Ｔ（ε）应满足：

Ｔ（ε）＝ｓｕｐ｛ｔ＞０｝．
半线性波动方程有着重要的物理背景，长期以来始终是数学工作者研究的热点。它能够用来解释和模拟应
用科学中的很多物理现象，主要是用来描述波的传播。对于Ｃａｕｃｈｙ问题（１），人们猜测：当ｎ＝１，ｐ＞１时没

有整体解；当ｎ≥２时存在一个临界指标ｐｃ（ｎ）＝
ｎ＋１
ｎ－１

，即当ｐ ＞ｐｃ（ｎ）时解整体存在，而当１＜ｐ ≤

ｐｃ（ｎ）时解将会在有限时间内破裂。这就是所谓的Ｇｌａｓｓｅｙ猜想［１］。Ｊｏｈｎ［２］首先研究了３维情形，并证明
了当ｐ＝２时解将会在有限时间内破裂。实际上，他的证明方法也适用１＜ｐ＜２的情形。Ｍａｓｕｄａ［３］证明了
当ｎ＝１，２，３且ｐ＝２时没有整体解。Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ［４］建立了当ｎ＝２，ｐ＝３时解的有限时间破裂结果（也见文献
［５］）。Ａｇｅｍｉ［６］把文献［４］中的破裂结果推广到１＜ｐ≤３。Ｒａｍｍａｈａ［７］则研究了高维（ｎ≥４）情形径向解
的破裂。Ｚｈｏｕ［８］用了一种相对简洁的证明方法，建立了ｎ≥２且１＜ｐ≤ｐｃ（ｎ）（ｎ＝１，ｐ＞１）情形的生命
跨度上界估计。

在整体解方面，Ｓｉｄｅｒｉｓ［９］首先证明，在径向对称条件下，当ｎ＝３，ｐ ＞２时有整体解。Ｈｉｄａｎｏ等［１０］、

Ｔｚｖｅｔｋｏｖ［１１］独立地证明了当ｎ＝２，３且ｐ＞ｐｃ（ｎ）时解的整体存在性。在径向对称条件下，Ｈｉｄａｎｏ等［１２］建
立了ｎ≥４，ｐ＞ｐｃ（ｎ）解的整体存在性。关于问题（１）研究的详细介绍，也可以见参考文献［１３］。

借助Ｌａｉ［１４］、Ｉｋｅｄａ等［１５］中的方法，本文构造了一个新的试探函数，从而给出了一个建立问题（１）有限时
间破裂结果和生命跨度上界估计的新方法。主要结论如下：
定理　设初值 （ｆ，ｇ）满足条件（２），则问题（１）没有整体解，且其生命跨度上界估计满足以下条件

Ｔ（ε）≤
Ｃε－

１
ｐ－１－

ｎ－１
２（ ）－１，１＜ｐ＜ｐｃ（ｎ）

ｅｘｐ（Ｃε－（ｐ－１）），ｐ＝ｐｃ（ｎ）
烅
烄

烆
（３）

本文中，记号Ｃ表示常数，在不同的地方表示不同的值。

１　预备知识

根据文献［１３］，首先引进解决问题（１）时能量解的概念：

定义（能量解）设ｕ是属于Ｃ０（［０，Ｔ），Ｈ１（瓗ｎ）），Ｃ１（［０，Ｔ），Ｌ２（瓗ｎ））以及Ｌｐｌｏｃ（（０，Ｔ）×瓗ｎ）的交
集，并且满足以下初始条件：

ｕ（ｘ，０）＝εｆ（ｘ），ｕｔ（ｘ，０）＝εｇ（ｘ）．
若对任意Φ ∈Ｃ∞

０ （［０，Ｔ）×瓗ｎ），

ε∫瓗ｎ
ｇ（ｘ）Φ（ｘ，０）ｄｘ＋∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
｜ｕｔ｜ｐΦ（ｘ，ｔ）ｄｘｄｔ＝－∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔΦｔｄｘｄｔ＋∫

Ｔ

０

Δ

ｕ·

Δ

Φｄｘｄｔ （４）

成立，则称ｕ是问题（１）的一个能量解。
其次，再引入光滑函数η（ｔ）∈Ｃ∞（［０，∞）），η（ｔ）满足η′（ｔ）≤０以及

η（ｔ）＝
１，０≤ｔ≤

１
２

０，１≤ｔ＜ ∞
烅
烄

烆

。

令ηＭ（ｔ）＝η
ｔ
Ｍ（ ），Ｍ ∈ （１，Ｔ），并且使ψ（ｘ，ｔ）＝－η

２ｐ′
Ｍ （ｔ）ｅ－ｔφ（ｘ）。 其中，等式中应满足φ（ｘ）＝

∫Ｓｎ－１
ｅｘ·ωｄσ以及以下的性质：
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Δφ＝φ，

０＜φ（ｘ）≤Ｃ（１＋｜ｘ｜）－
ｎ－１
２ｅ ｘ

烅
烄

烆
（５）

　　接下来，对ψ进行求导，结合η（ｔ）和φ（ｘ）的性质可以得到以下的结论：

ｔψ＝η
２ｐ′
Ｍ （ｔ）ｅ－ｔφ（ｘ）－２ｐ′η

２ｐ′－１
Ｍ ηＭ′（ｔ）ｅ－

ｔ
φ（ｘ）≥η

２ｐ′
Ｍ （ｔ）ｅ－ｔφ（ｘ）＞０ （６）

并且在ｔ＝０时，ｔψ（ｘ，０）＝φ（ｘ）≥０．

２　定理的证明

经过上述的预备知识，引出本节主要对定理证明的过程，引入一个函数Φ（ｘ，ｔ），令Φ（ｘ，ｔ）＝ｔψ（ｘ，ｔ），
将其代入式（４）得

ε∫瓗ｎ
ｇ（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ＋∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔ

ｐ

ｔψｄｘｄｔ＝－∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔｔｔψｄｘｄｔ＋∫

Ｔ

０∫瓗ｎ

Δ

ｕ·

Δ

ψｔｄｘｄｔ＝Ｉ＋ＩＩ （７）

对上述的ＩＩ运用格林公式可得：

ＩＩ＝∫
Ｔ

０∫瓗ｎ

Δ

·（ｕ

Δ

ψｔ）－ｕΔψｔ［ ］ｄｘｄｔ＝－∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕΔψｔｄｘｄｔ＝－∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
（ｕΔψ）ｔ－ｕｔΔψ［ ］ｄｘｄｔ＝

－∫瓗ｎ
ｕΔψｄｘ｜ｔ＝Ｔ －∫瓗ｎ

ｕΔψｄｘ｜ｔ＝０（ ）＋∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔΔψｄｘｄｔ＝－ε∫瓗ｎ

ｆ（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ＋∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔ

Δ

ψｄｘｄｔ （８）

再将式（８）带入式（７），得到：

ε∫瓗ｎ
ｇ（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ＋ε∫瓗ｎ

ｆ（ｘ）φ（ｘ）ｄｘ＋∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔ｜ｐｔψｄｘｄｔ＝－∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔ（ｔｔψ－Δψ）ｄｘｄｔ＝ＩＩＩ （９）

对式（６）求导，可以得到：

ｔｔψ＝－ｔｔη
２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）＋２ｔη

２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）－η

２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ），

Δψ＝－η
２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）．

故ＩＩＩ可表示为：

ＩＩＩ＝∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔ２ｔη

２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）ｄｘｄｔ－２∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
ｕｔｔη

２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）ｄｘｄｔ＝ＩＶ＋Ｖ （１０）

　　这里令

θ（ｔ）＝
０，０≤ｔ≤

１
２

η（ｔ），ｔ＞
１
２

烅

烄

烆

，　θＭ（ｔ）：＝θ
ｔ
Ｍ（ ），

其中：Ｍ ∈ （１，Ｔ）．则ＩＶ 可以表示成：

ＩＶ≤∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
｜ｕｔ２ｔη

２ｐ′
Ｍｅ－ｔφ（ｘ）｜ｄｘｄｔ≤ＣＭ－２∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
θ２ｐ′Ｍｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ

∫
Ｍ

Ｍ
２∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）ｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ′

≤

ＣＭ－２∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
η
２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ

∫
Ｍ

Ｍ
２

（ｔ＋１）
ｎ－１
２ｄｔ（ ）

１
ｐ′

≤

ＣＭ－１－ １
ｐ－１－

ｎ－１
２（ ）１ｐ′∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
θ２ｐ′Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ （１１）

同样Ⅴ可以表示成：

Ⅴ ≤Ｃ∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
｜ｕｔｔη

２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｄｘｄｔ≤

ＣＭ－１∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
θ２ｐ′Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ

∫
Ｍ

Ｍ
２∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）ｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ′

≤

ＣＭ－ １
ｐ－１－

ｎ－１
２（ ）１∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
θ２ｐ′Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ （１２）

最后，结合式（９）—（１２）可得：

Ｃε＋∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
η
２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ≤ＣＭ－ １

ｐ－１－
ｎ－１
２（ ）１ｐ′∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
η
２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ（ ）

１
ｐ （１３）
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　　这里引入

Ｙ［ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ］（Ｍ）＝∫
Ｍ

１∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ω（ｘ，ｔ）η

２ｐ′
σ （ｔ）ｄｘｄｔ（ ）σ－１ｄσ，

根据文献［１４］中式（４．１０）知，Ｙ［ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ］（Ｍ）满足以下两条性质

Ｙ［ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ］（Ｍ）＝∫
Ｍ

１∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ω（ｘ，ｔ）η

２ｐ′
σ （ｔ）ｄｘｄｔ（ ）σ－１ｄσ＝

∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ∫

Ｍ

１
η
２ｐ′
σ （ｔ）σ－１ｄσｄｘｄｔ＝∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ∫

ｔ

ｔ
Ｍ
η
２ｐ′（ｓ）ｓ－１ｄｓｄｘｄｔ≤

∫
Ｍ
２

０∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐη

２ｐ′ ｔ
Ｍ（ ）∫

１

１
２

ｓ－１ｄｓｄｘｄｔ＋∫
Ｔ

Ｍ
２∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ∫

１

ｔ
Ｍ
θ２ｐ′（ｓ）ｓ－１ｄｓｄｘｄｔ≤

∫
Ｍ
２

０∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐη

２ｐ′ ｔ
Ｍ（ ）∫

１

１
２

ｓ－１ｄｓｄｘｄｔ＋∫
Ｔ

Ｍ
２∫瓗ｎ
ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ∫

１

ｔ
Ｍ

ｓ－１ｄｓｄｘｄｔ≤

∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
η
２ｐ′ ｔ
Ｍ（ ）ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐ∫

１

１
２

ｓ－１ｄｓｄｘｄｔ≤Ｃｌｏｇ２∫
Ｔ

０∫瓗ｎ
η
２ｐ′
Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ （１４）

以及

ｄ
ｄ　Ｍ
Ｙ［ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ］（Ｍ）＝Ｍ－１∫

Ｔ

０∫瓗ｎ
θ２ｐ′Ｍ ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｕｔ｜ｐｄｘｄｔ （１５）

令Ｙ（Ｍ）＝Ｙ［ｅ－ｔφ（ｘ）｜ｔｕ｜ｐ］（Ｍ）。 结合（１３）—（１５），可知存在正常数Ｃ３，Ｃ４ 使得下面的不等式成立：

Ｍ－ １
ｐ－１－

ｎ－１
２（ ）（ｐ－１）＋１Ｙ′（Ｍ）≥ （Ｃ３ε＋Ｃ４Ｙ（Ｍ））ｐ，

从而可以得到问题（１）的生命跨度上界估计：

Ｍ ≤
Ｃε－

１
ｐ－１－

ｎ－１
２（ ）－１， １＜ｐ＜ｐｃ（ｎ）

ｅｘｐ　Ｃε－（ｐ－１）（ ）， ｐ＝ｐｃ（ｎ）
烅
烄

烆
，

其中：Ｍ ∈ （１，Ｔ）。
定理证毕。

３　结　论

半线性波动方程小初值Ｃａｕｃｈｙ问题解的长时间行为受到国内外数学工作者的广泛关注，该问题解的
整体存在性还没完全解决。本文提供了该问题有限时间破裂的一个新的简单证明，证明的关键是利用截断
函数和线性波动方程的解构造一个自身为负但是其关于时间的一阶导数非负的试探函数。
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