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Ｈüｂｎｅｒ函数的一个极值问题的解
裘松良，鲍　琪，马晗茜

（浙江理工大学理学院，杭州３１００１８）

摘　要：对ｒ∈（０，１），称Ｍ（ｒ）＝［２ｒ′２　Ｋ（ｒ）Ｋ′（ｒ）／π］＋ｌｏｇｒ为Ｈüｂｎｅｒ函数，其中Ｋ和Ｋ′为第一类完全椭圆积分。给

出了关于Ｍ（ｒ）的一个极值问题的解，获得了Ｍ（ｒ）的精确上下界，并运用这些结果改进了 Ｍ（ｒ）和 Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数

φＫ（ｒ）的已知界。

关键词：Ｈüｂｎｅｒ函数；极值问题；Ｈｅｒｓｃｈ－Ｐｆｌｕｇｅｒ偏差函数；完全椭圆积分；不等式
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φ１／Ｋ（ｒ）＞ｒ　
Ｋｅｘｐ（（１－Ｋ）ｃ（ｒ）） （１１）

ｈｏｌｄ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ∈ （０，１）ａｎｄ　Ｋ ＞１ｉｆ　ａｎｄ　ｏｎｌｙ　ｉｆ　ａ（ｒ）≥ Ｍ（ｒ），ｂ（ｒ）≤ Ｍ（ｒ）ａｎｄ　ｃ（ｒ）≥μ（ｒ）＋ｌｏｇｒ，

ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｉｓ　ａｇａｉｎ　ａｌｓｏ　ｓｈｏｗｓ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　Ｍ（ｒ）ｉｎ（８）ｉｓ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ．Ｉｎ［７］，ｔｈｅ　ａｕｔｈｏｒｓ　ａｌｓｏ
ｆｏｕｎｄ　ｖｅｒｙ　ｇｏｏｄ　ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　Ｍ（ｒ），ａｎｄ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｓｈａｒｐ　ｂｏｕｎｄｓ　ｏｆ　Ｍ（ｒ）

３６３第３期 裘松良等：Ｈüｂｎｅｒ函数的一个极值问题的解



ｍａｘ
（１－ｒ）ａｒｔｈ槡ｒ

槡ｒ
ｌｏｇ４，

ｒ′２ａｒｔｈｒ
ｒ烅

烄

烆
烍
烌

烎
＜Ｍ（ｒ）＜ｍｉｎ

２（１－ｒ）ａｒｔｈ槡ｒ
槡ｒ

，ｒ′
２ａｒｔｈｒ
ｒ ｌｏｇ４烅

烄

烆
烍
烌

烎
（１２）

Ｉｎ　２０１０，Ｑｉｕ　ｅｔ　ａｌ［１４］ｉｍｐｒｏｖｅｄ（１２）ｂｙ　ｐｒｏｖｉｎｇ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｄｏｕｂｌｅ　ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

［（１－ｌｏｇ４）ｒ＋ｌｏｇ４］
ｒ′２ａｒｔｈｒ
ｒ ＜Ｍ（ｒ）＜ｒ′３／２ｌｏｇ４ （１３）

ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ∈ （０，１）．Ｉｎ　２０１４，Ｑｉｕ　ｅｔ　ａｌ［１８］ｉｍｐｒｏｖｅｄ　ｔｈｅ　ｕｐｐｅｒ　ｂｏｕｎｄ　ｉｎ（１３）ａｎｄ　ｓｏｌｖｅｄ　ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ
ｅｘｔｒｅｍａｌ　ｐｒｏｂｌｅｍ：Ｗｈａｔ　ｉｓ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ

β＝ｉｎｆ０＜ｒ＜１

ｌｏｇ（ｌｏｇ４）－ｌｏｇＭ（ｒ）
ｌｏｇ（１／（１－ｒ））

？

Ｔｈｅｙ　ｐｒｏｖｅｄ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ｒ∈ （０，１），
（１－ｒ）βｌｏｇ４＜Ｍ（ｒ）＜ｒ′８／５ｌｏｇ４ （１４）

ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｐｏｓｓｉｂｌｅ　ｃｏｎｓｔａｎｔβ＝１．Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｋｎｏｗｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｕｃｈ　ａｓ　ｔｈｏｓｅ　ａｂｏｖｅ－ｍｅｎｔｉｏｎｅｄ，ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｑｕｅｓｔｉｏｎ　ｉｓ　ｎａｔｕｒａｌ：

Ｑｕｅｓｔｉｏｎ　１．Ｗｈａｔ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｂｅｓｔ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆαａｎｄδｓｕｃｈ　ｔｈａｔ
（１－ｒα）ｌｏｇ４＜Ｍ（ｒ）＜ （１－ｒδ）ｌｏｇ４ （１５）

ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ∈ （０，１）？Ｏｒ　ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｗｈａｔ　ａｒｅ　ｔｈｅ　ｖａｌｕｅｓ　ｏｆ

α＝ｉｎｆ
０＜ｒ＜１

ｌｏｇ（ｌｏｇ４）－ｌｏｇ（ｌｏｇ４－Ｍ（ｒ））
ｌｏｇ（１／ｒ）

δ＝ｓｕｐ
０＜ｒ＜１

ｌｏｇ（ｌｏｇ４）－ｌｏｇ（ｌｏｇ４－Ｍ（ｒ））
ｌｏｇ（１／ｒ）

烅

烄

烆

？ （１６）

　　Ｔｈｅ　ｍａｉｎ　ｐｕｒｐｏｓｅ　ｏｆ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ　ｉｓ　ｔｏ　ｇｉｖｅ　ｔｈｅ　ａｎｓｗｅｒ　ｔｏ　Ｑｕｅｓｔｉｏｎ　１，ｂｙ　ｐｒｏｖｉｎｇ　ｏｕｒ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｍａｉｎ
ｒｅｓｕｌｔ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ１．ａ）Ｆｏｒ　ｒ∈（０，１），ｌｅｔ　ｆ（ｒ）＝ Ｍ（ｒ）＋ｒ９／５ｌｏｇ４ａｎｄ　Ａ（ｒ）＝ ｍｉｎ｛ｒ′８／５，１．１０２３９０２５－ｒ９／５｝．Ｔｈｅｎ
ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｕｎｉｑｕｅ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ０ ∈ （０．８３，０．８４）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，ｒ０］，ａｎｄ
ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［ｒ０，１），ｗｉｔｈ　ｆ（０＋）＝ｆ（１－）＝ｌｏｇ４ａｎｄ　ｆ（ｒ０）＜１．５２８３．Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ｒ∈ （０，１），

（１－ｒ９／５）ｌｏｇ４＜Ｍ（ｒ）＜Ａ（ｒ）ｌｏｇ４ （１７）

　　ｂ）Ｌｅｔαｂｅ　ｄｅｆｉｎｅｄ　ｂｙ（１６）．Ｔｈｅｎ
α≈１．８１０１
９／５＜α＜１．８１０１３｛ （１８）

Ｉｎ　ｐａｒｔｉｃｕｌａｒ，ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ∈ （０，１），Ｋ ＞１，ｚ∈Ｂ２　ａｎｄ　ｆ∈ＱＣＫ（Ｂ２），

φＫ（ｒ）＜ｒ
１／Ｋ４（１－１／Ｋ）Ａ（ｒ） （１９）

φ１／Ｋ（ｒ）＜ｒ　
Ｋ４（１－Ｋ）（１－ｒ９／５） （２０）

｜ｆ（ｚ）｜≤４（１－１／Ｋ）Ａ（ｒ）｜ｚ｜１／Ｋ （２１）

　　ｃ）Ｔｈｅｒｅ　ｉｓ　ｎｏ　ｆｉｎｉｔｅ　ｎｕｍｂｅｒδ∈（０，∞）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　Ｍ（ｒ）＜（１－ｒδ）ｌｏｇ４ｈｏｌｄｓ　ｆｏｒ　ａｌｌ　ｒ∈（０，１）．Ｍｏｒｅ
ｐｒｅｃｉｓｅｌｙ，ｔｈｅ　ｖａｌｕｅ　ｏｆδｉｎ（１６）ｉｓ∞．

１　Ｐｒｅｌｉｍｉｎａｒｉｅｓ

Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅ　ｓｈａｌｌ　ｐｒｏｖｅ　ｔｗｏ　ｌｅｍｍａｓ　ｎｅｅｄｅｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｏｆ　ｏｆ　ｏｕｒ　ｍａｉｎ　ｒｅｓｕｌｔ．Ｆｉｒｓｔ，ｌｅｔ　ｕｓ　ｒｅｃａｌｌ
ｔｈｅ　ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ　ｗｅｌｌ－ｋｎｏｗｎ　ｆｏｒｍｕｌａｓ［８，Ｔｈｅｏｒｅｍ　４．１］

ｄＫ
ｄｒ＝

Ｅ－ｒ′２Ｋ
ｒｒ′２

ｄＥ
ｄｒ＝

Ｅ－Ｋ
ｒ

ｄＭ（ｒ）
ｄｒ ＝－

４
πｒ
Ｋ′（Ｋ－Ｅ）

烅

烄

烆

（２２）
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ｗｈｉｃｈ　ｗｉｌｌ　ｂｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｔｌｙ　ａｐｐｌｉｅｄ　ｌａｔｅｒ．
Ｌｅｍｍａ　１．ａ）Ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ１∈（０．５４３，０．５４４）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ１（ｒ）≡ｒ－２．３［Ｋ（ｒ）－

Ｅ（ｒ）］ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ （０，ｒ１］，ａｎｄ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ ［ｒ１，１），ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ２（ｒ） ≡
ｒ－９／５　Ｋ′（ｒ）［Ｋ（ｒ）－Ｅ（ｒ）］ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［０．５４４，１）．

ｂ）Ｔｈｅｒｅ　ｅｘｉｓｔｓ　ａ　ｎｕｍｂｅｒ　ｒ２ ∈ （０．０２７，０．０２８）ｓｕｃｈ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ３（ｒ）≡ｒ１／５Ｋ′（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，ｒ２］，ａｎｄ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［ｒ２，１）．

ｃ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ（ｒ）≡Ｍ（ｒ）＋ｒ９／５ｌｏｇ４ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，０．０８１］．
Ｐｒｏｏｆ．ａ）Ｆｏｒ　ｒ∈ （０，１），ｌｅｔ　ｆ４（ｒ）≡ｆ５（ｒ）－２．３，ｗｈｅｒｅ　ｆ５（ｒ）＝ｒ２Ｅ／［ｒ′２（Ｋ′－Ｅ）］．Ｔｈｅｎ　ｂｙ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

ｒ３．３　ｆ′１（ｒ）＝（Ｋ－Ｅ）ｆ４（ｒ） （２３）

Ｂｙ［８，Ｌｅｍｍａ　５．４（１）］，ｆ４ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（－０．３，∞）．Ｓｉｎｃｅ　ｆ４（０．５４３）＝
－０．０００３５…ａｎｄ　ｆ４（０．５４４）＝０．００１１５…，ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｆ１ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ（２３）．

Ｂｙ［８，Ｌｅｍｍａ　５．４（１）］，ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｒ 槡ｒＫ′（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｈｅｎｃｅ　ｆ２（ｒ）＝

槡ｒ　Ｋ′ｆ１（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［０．５４４，１），ａｎｄ　ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔ　ｆｏｒ　ｆ２ｆｏｌｌｏｗｓ．
ｂ）Ｌｅｔ　ｆ６（ｒ）＝（１／５）－ｆ７（ｒ），ｗｈｅｒｅ　ｆ７（ｒ）＝（Ｅ′－ｒ２Ｋ′）／（ｒ′２Ｋ′）．Ｔｈｅｎ　ｂｙ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ，

ｒ４／５　ｆ′３（ｒ）＝Ｋ′ｆ６（ｒ） （２４）

Ｂｙ［８，Ｌｅｍｍａ　５．２（４）］，ｆ６ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ （０，１）ｏｎｔｏ（－３／１０，１／５）．Ｓｉｎｃｅ　ｆ６（０．０２７）＝
０．０００２…ａｎｄ　ｆ６（０．０２８）＝－０．００１２…，ｔｈｅ　ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎ　ｉｎ　ｐａｒｔ　ｂ）ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （２４）．

ｃ）Ｌｅｔ　ａ＝（９πｌｏｇ２）／１０＝１．９５９８２７４８１２７３…，ａｎｄ　ｆ８（ｒ）＝（Ｋ－Ｅ）／ｒ２　ｗｈｉｃｈ　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｆｒｏｍ
（０，１）ｏｎｔｏ（π／４，∞）ｂｙ［８，Ｌｅｍｍａ　５．２（３）］．Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ　ｇｉｖｅｓ

πｒ－４／５　ｆ′（ｒ）／４＝ｆ９（ｒ）≡ａ－ｒ－９／５Ｋ′（Ｋ－Ｅ）＝ａ－ｆ３（ｒ）ｆ８（ｒ） （２５）

Ｂｙ　ｐａｒｔ　ｂ），ｆ９ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，０．０２７］，ｓｏ　ｔｈａｔ
ｆ９（ｒ）≥ｆ９（０．０２７）＝０．０５２７８８…ｆｏｒ　ｒ∈ （０，０．０２７］ （２６）

　　Ｉｔ　ｉｓ　ｃｌｅａｒ　ｔｈａｔ　ｆｏｒ　ｅａｃｈ　ｎｕｍｂｅｒβ∈ （０，２），ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎｒ （Ｋ－Ｅ）／ｒβ＝ｒ２－β·（Ｋ－Ｅ）／ｒ２　ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｈｅｎｃｅ　ｆｏｒ　ｒ∈ （０．０２７，０．０２８］，

ｆ９（ｒ）＞ａ－Ｋ′（０．０２７）
Ｋ（０．０２８）－Ｅ（０．０２８）

０．０２８９／５ ＝０．０３８８２… （２７）

Ｂｙ　ｐａｒｔ　ｂ）ａｎｄ［８，Ｌｅｍｍａ　５．２（２）］，ｆｏｒ　ｒ∈ ［０．０２８，０．０８１］，

ｆ９（ｒ）＞ａ－ｆ３（０．０２８）ｆ８（０．０８１）＝０．０４８６３… （２８）

Ｈｅｎｃｅ　ｐａｒｔ　ｃ）ｆｏｌｌｏｗｓ　ｆｒｏｍ （２５）—（２８）．□
Ｌｅｍｍａ　２．ａ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ１０（ｒ）≡ｒ０．４２６Ｋ′（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，０．５４４］，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｆ１１（ｒ）≡ｒ０．３Ｋ′（ｒ）ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，０．１５］．
ｂ）Ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｆ１２（ｒ）≡ｒ－２．２２６［Ｋ（ｒ）－Ｅ（ｒ）］ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ［０．５，１），ａｎｄ　ｔｈｅ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｆ１３（ｒ）≡ｒ－２．１［Ｋ（ｒ）－Ｅ（ｒ）］ｉｓ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，０．１５］．
Ｐｒｏｏｆ．ａ）Ｌｅｔ　ｆ１４（ｒ）＝（Ｅ′－ｒ２Ｋ′）／（ｒ′２Ｋ′），ｆ１５（ｒ）＝０．４２６－ｆ１４（ｒ）ａｎｄ　ｆ１６（ｒ）＝０．３－ｆ１４（ｒ）．Ｔｈｅｎ

ｒ０．５７４　ｆ１０′（ｒ）＝Ｋ′ｆ１５（ｒ）

ｒ０．７　ｆ１１′（ｒ）＝Ｋ′ｆ１６（ｒ）
烅
烄

烆
（２９）

Ｂｙ［８，Ｌｅｍｍａ　５．２（４）］，ｆ１５ａｎｄ　ｆ１６ａｒｅ　ｂｏｔｈ　ｓｔｒｉｃｔｌｙ　ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ　ｏｎ（０，１）．Ｓｉｎｃｅ　ｆ１５（０．５４４）＝０．０００６７…
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