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基于频域法的二阶多智能体系统快速一致性分析

王春平，潘海鹏
（浙江理工大学机械与自动控制学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：一致性分析是多智能体系统（Ｍｕｌｔｉ－ａｇｅｎｔ　ｓｙｓｔｅｍｓ，ＭＡＳｓ）理论研究的基本问题，研究目标是为系统中

每一个智能体设计合理有效的分布式协议使其实现一致性。以图论为工具，引入矩阵论和稳定性理论等方法，讨论

了具有无向拓扑网络结构的二阶 ＭＡＳｓ快速一致性控制，并基于传统的一致性协议提出了改进的新算法。该算法

采用线性系统的频域理论，根据奈奎斯特稳定性判据给出了闭环系统稳定且具有较快收敛速度的充分性条件，克服

了常规的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论分析方法中难以构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的不足。提出两个具有不同网络拓扑结构的仿

真实例，通过 Ｍａｔｌａｂ对算法进行验证，结果发现：与传统算法相比，该算法不仅能够镇定系统，且能显著提高系统的

收敛速度，提升系统的平稳性与快速性。
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０　引　言

多智能体系统（Ｍｕｌｔｉ－ａｇｅｎｔ　ｓｙｓｔｅｍｓ，ＭＡＳｓ）是
多个单智能体的集合，在耦合作用下，单个智能体的
状态会影响其他个体的行为。此处的耦合网络可视
为大量个体之间的互连结构，这种结构可以是通信
网络、传感器网络或其他的连接关系［１－２］，在连接建
立或者丢失的时候呈现出静态或动态的特性。在实
际应用中，智能体实例均化为多种具体的物理实体，
例如，计算机网络中路由器设备，航天、军事或民用
领域的无人机，家用或工业流水线上的各种智能机
器人，高速公路上的智能汽车，太空中的卫星等。

ＭＡＳｓ相比于单个智能体（或同等个数的智能体独
立工作集合），具有任务领域广、系统性能优、效率
高、鲁棒性能好、内在并行性等显著优点。因此，研
究 ＭＡＳｓ具有重要的意义。
从 ＭＡＳｓ控制目标的角度来看，多个智能体在

合作过程中需要协调达到状态一致后才能在此基础

上进一步完成编队、聚集、群集、包容控制等任务目
标。因此一致性控制是 ＭＡＳｓ研究的基础与根本
问题。对一致性控制问题的研究具有里程碑意义的
工作是１９８７年Ｒｅｙｎｏｌｄｓ等［３］通过模仿自然界中动
物的聚集行为提出了Ｂｏｉｄ模型。２００３年，Ｊａｄｂａｉｅ
等［４］在无噪声的假设条件下对 Ｖｉｃｓｅｋ模型［５］进行
简化，且给出了其一致性的严格数学证明。Ｖｉｃｓｅｋ
模型又称粒子群模型，是对Ｂｏｉｄ模型的简化，该模
型仅考虑动物聚集的速度匹配原则，可使初始状态
随机的个体最终都趋于一致。在此基础上，美国加
州大学河滨分校的Ｒｅｎ等［６］在固定拓扑结构的假
设下，分别给出了连续或离散时间的控制协议，证明
了所给协议使系统达到渐近一致的充要条件是其信

息交换图中包含一棵生成树。迄今为止，大部分研
究工作仍然以文献［５］中的条件为前提，该条件的提
出意义深远。
在 ＭＡＳｓ中，智能体之间的信息交换必定存在

时延。时延问题小到可以影响系统性能，大到可以
破坏系统的稳定性，所以研究时延系统具有重要的
现实意义。东南大学的Ｔｉａｎ等［７］对多种时延下网
络拥塞的稳定性进行了研究；Ｙｕ等［８］对有向网络拓
扑情况下二阶连续系统考虑固定时延的一致性控制

问题进行了分析，得到了二阶连续系统要实现一致
性需满足的充要条件，这是时延 ＭＡＳｓ研究领域的
又一重要成果；张振华等［９］基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性
理论给出了二阶 ＭＡＳｓ拓扑切换下的领导跟随一

致性充分条件；马丹等［１０］利用线性代数与矩阵论知
识考虑无向图的拓扑设计，实现了 ＭＡＳｓ的一致
性。上述结论考虑的均为时间触发 ＭＡＳｓ的一致
性问题，Ｇａｏ等［１１］则考虑事件触发机制的 ＭＡＳｓ领
导跟随跟踪控制问题，从节省网络信息资源的角度重
新给出了控制协议，但依然采用传统的Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳
定性理论方法。构造Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数对很多系统来说
难度很大并无据可循，且在系统趋于一致快速性的动
态性能指标上难以突破。由此，本文引入频域方法研
究二阶 ＭＡＳｓ的快速一致性问题，以克服难以构造

Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函求解系统一致性条件的这一缺点。
本文以二阶 ＭＡＳｓ为研究对象，图论为工具，

采用频域方法和矩阵论分析无向拓扑网络的二阶

ＭＡＳｓ快速一致性问题，特别是在已有一致性协议
的基础上提出了改进的新算法。

１　问题描述

无向网络的静态一致性是指在时间趋于无穷大

的时候，多个智能体运动到相同的位置，而速度为
零。为了研究如何加快二阶 ＭＡＳｓ的收敛速度，需
要引入如下图论基础和系统描述。

１．１　图论基础
通常用一个无向图Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）表示多智能体

之间的交互拓扑结构，其中：Ｖ＝｛１，…，Ｎ｝表示节
点的集合，Ｅ Ｖ×Ｖ 表示边的集合。从节点ｉ到
节点ｊ的这条边表示为 （ｉ，ｊ）∈Ｅ 。当 （ｉ，ｊ）∈Ｅ
时，则节点ｉ是节点ｊ的邻节点，而Ｎｉ＝｛ｊ∈Ｖ｜
（ｊ，ｉ）∈Ｅ｝表示节点ｉ的邻居集。邻接矩阵Ａ＝
［ａｉｊ］∈ＲＮ×Ｎ 图Ｇ 的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵Ｌ＝［ｌｉｊ］∈

ＲＮ×Ｎ 定义：ｌｉｉ＝∑ｊ≠ｉ
ａｉｊ，且ｌｉｊ＝－ａｉｊ，ｉ≠ｊ。

１．２　系统描述
考虑如下二阶 ＭＡＳｓ，每个智能体的二阶动态

模型为：

ξ
·
ｉ（ｔ）＝ζｉ（ｔ）

ζ
·

ｉ（ｔ）＝ｕｉ（ｔ）
烅
烄

烆
（１）

ξｉ（ｔ）∈Ｒ，ζｉ（ｔ）∈Ｒ，ｕｉ（ｔ）∈Ｒ分别描述第ｉ个
智能体的位置、速度和加速度。Ｒｅｎ等［１２］针对二阶
系统提出了如下经典的一致性算法：

ｕｉ（ｔ）＝－γζｉ（ｔ）－∑
ｊ∈Ｎｉ
ａｉｊ｛γ［ξｉ（ｔ）－ξｊ（ｔ）］＋

［ζｉ（ｔ）－ζｊ（ｔ）］｝ （２）

一致性算法（２）可使系统个体的最终状态满足：

ｌｉｍ
ｔ→∞
ξｉｔ（）＝ｃ，ｌｉｍｔ→∞ζｉ

（ｔ）＝０，ｉ∈Ｎ。
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其中：ｃ为参数。该算法也称为静态一致性算法。

２　主要结论

为了改善系统（１）的一致性收敛速度，本文提出
如下改进算法：

ｕｉ（ｔ）＝－γζｉ（ｔ）－∑
ｊ∈Ｎｉ
ａｉｊ｛γ［（ξｉ（ｔ）－ξｊ（ｔ））＋

（ξｉ（ｔ－θ）－ξｊ（ｔ－θ））］＋［（ζｉ（ｔ）－ζｊ（ｔ））＋
（ζｉ（ｔ－θ）－ζｊ（ｔ－θ））］｝ （３）

　　在得到本文的主要结论之前，需要用到如下引
理１和引理２。

引理１［１３］　无向图Ｇ 的拉普拉斯矩阵Ｌ含有Ｎ
个特征根分别为λ１，λ２，…，λＮ，满足０＝λ１（Ｌ）≤
λ２（Ｌ）≤ … ≤λＮ（Ｌ）；且

ｍｉｎ
ｘ≠０，１Ｔｘ＝０

ｘＴＬｘ
‖ｘ‖２

＝λ２（Ｌ）。

其中：ｘ为相应维数的向量，λ２ Ｌ（ ）称为无向图Ｇ
的代数连通度。

引理２［１４］　 对于一个稳定的闭环控制系统而
言，系统的极点离虚轴越远，系统的收敛速度越快。
基于如上引理和改进的新算法（３）、定理１和定

理２分别给出了系统（１）达到一致与快速达到一致
的主要结果。
定理１　考虑具有ｎ个个体的 ＭＡＳｓ系统（１），

其拓扑图Ｇ 为无向连通图，当θ＞０时，基于一致性
算法（３）能使系统（１）渐近达到一致。
证明　代入算法（３），系统（１）的状态空间模型

描述如下：

ξ
·（ｔ）＝ζ（ｔ）

ζ
·（ｔ）＝－γζ（ｔ）－Ｌ［γ（ξ（ｔ）＋

ξ（ｔ－θ））＋（ζ（ｔ）＋ζ（ｔ－θ））］
烅

烄

烆

（４）

此处ξ（ｔ）＝［ξ１（ｔ），ξ２（ｔ），…，ξｎ（ｔ）］
Ｔ∈Ｒｎ，ζ（ｔ）＝

［ζ１（ｔ），ζ２（ｔ），…，ζｎ（ｔ）］
Ｔ ∈Ｒｎ，Ｌ 为图Ｇ 对应的

拉普拉斯矩阵。变换后得到：

ｓξ（ｓ）＝ζ（ｓ）

ｓζ（ｓ）＝－γζ（ｓ）－Ｌ［γ（（１＋ｅ－θ
ｓ）

ξ（ｓ））＋（１＋ｅ－θ
ｓ）ζ（ｓ）］

烅
烄

烆

（５）

化简得：

ｓ２ξ（ｓ）＝－γｓξ（ｓ）－Ｌ｛γ［ξ（ｓ）＋ｅ－
ｓθξ（ｓ）］＋

ｓ［ξ（ｓ）＋ｅ－
ｓθξ（ｓ）］｝ （６）

其极点满足：

ｄｅｔ［ｓ２Ｉ＋γＩｓ＋γＬ（１＋ｅ－ｓθ）＋ｓＬ（１＋ｅ－ｓθ）］＝０
（７）

即

ｄｅｔ｛（ｓＩ＋γＩ）［ｓＩ＋（１＋ｅ－ｓθ）Ｌ］｝＝０。
由此可知，式（７）等价于：

ｄｅｔ（ｓＩ＋γＩ）＝０ （８）

ｄｅｔ（ｓＩ＋（１＋ｅ－ｓθ）Ｌ）＝０ （９）

　　由引理１，其拉普拉斯矩阵有一个特征值为λ１＝
０，且Ｒｅ（λｉ）＞０，ｉ＝２，…，ｎ。 根据式（９）得：

ｓ∏
ｎ

ｉ＝２

［ｓ＋（１＋ｅ－ｓθ）λｉ］＝０ （１０）

可知式（１０）有一个根ｓ＝０，当ｓ≠０且ｉ＝２，…，ｎ
时：ｓ＋（１＋ｅ－ｓθ）λｉ＝０，即：

１＋
１＋ｅ－ｓθ

ｓ（ ）λｉ＝０ （１１）

开环系统不稳定的极点个数为ｐ＝０，其频率特性

ｇｉ（ω） ＝ λｉ
１＋ｅ－ｊωθ

ｊω
， 得 幅 频 ｇｉ（ω） ＝

２λｉ
ω
ｃｏｓωθ

２
，相频ａｒｇ（ｇｉ（ω））＝

π
２－
ωθ
２
。当ω∈

（０，∞）时， ｇｉ（ω）和ａｒｇ（ｇｉ（ω））都是递减的。

经过Ｍａｔｌａｂ仿真发现，曲线λｉ
１＋ｅ－ｊωθ

ｊω
在θ＞０时，

其奈奎斯特曲线不可能包围临界点 （－１，ｊ０），即奈
氏曲线包围 （－１，ｊ０）的圈数为０，又因为ｐ＝０，根
据奈奎斯特稳定性判据可知闭环系统稳定，该系统
的根位于ｓ平面的左半平面。
综上分析可得，只有当θ＞０时，式（９）有一个极点

为零，其他的根均分布在复平面的左半平面，则基于算
法（３）的闭环系统收敛到稳定状态，即：ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｉ（ｔ）＝

ξｉ＊，ｌｉｍｔ→∞ζｉ
（ｔ）＝ ０，ｉ∈ Ｎ。 由式（４）取极限得：

Ｌ［ξ１＊，ξ２＊，…，ξｎ＊］＝０，根据引理２得：ｒａｎｋ（Ｌ）＝
ｎ－１且Ｌ［１，１，…，１］Ｔ＝０，即Ｌ［ξ１＊，ξ２＊，…，ξｎ＊］＝
０的根为ξ＊＝ｃ［１，１，…，１］

Ｔ，其中ｃ为常数。综上可
得：ｌｉｍ

ｔ→∞
ξｉ（ｔ）＝ξｉ＊＝ｃ，ｌｉｍｔ→∞ζｉ

（ｔ）＝０，ｉ∈Ｎ。 定

理得证。

定理１　给出了采用算法（３）可使多智能体系
统（１）达到一致的基本结论，但是没有提及收敛速度
与快速性指标，如下定理２给出了系统结合动态性
能指标的稳定性结论。
定理２　考虑具有ｎ个个体的 ＭＡＳｓ（１），其拓

扑图Ｇ 为无向连通图，当θ∈（０，σ）时，基于一致性
算法（３）比算法（２）能使系统（１）更快达到一致性状
态，其中σ需满足：

σ＝ ｍｉｎ
ｉ∈Ｎｉ，λｉ≠０

｛σ １－ｅ－４λｉ槡 σ ＝ｓｉｎ（λｉσ ｅ４λｉσ－槡 １）｝

（１２）
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证明　式（１１）中所有根都是关于θ连续的，令ｓ＝
ｘｉ＋ｊ　ｙｉ，ｉ＝２，…，ｎ，ｘｉ ∈Ｒ，ｙｉ ∈Ｒ，有：

ｘｉ＋λｉ＋ｅ－θｘｉ　ｃｏｓ（ｙｉθ）λｉ＝０
ｙｉ－ｅ－θｘｉ　ｓｉｎ（ｙｉθ）λｉ＝０｛ （１３）

　　由ｘｉ＋λｉ＋ｅ－θｘｉｃｏｓ（ｙｉθ）λｉ＝０得：ｘｉ＝ －λｉ－
ｅ－θｘｉ　ｃｏｓ（ｙｉθ）λｉ，构造函数ｘｉ＝ｘｉ（θ），ｙｉ＝ｙｉ（θ），
两边对θ求导得：
ｄｘｉ
ｄθ ＝－λｉ［－ｘｉｅ－ｘｉθｃｏｓ（ｙｉθ）－θｅ－ｘｉθｃｏｓ（ｙｉθ）

ｄｘｉ
ｄθ －

ｅ－ｘｉθｓｉｎ（ｙｉθ）ｙｉ＋θ
ｄｙｉ
ｄθ（ ）］，

ｌｉｍ
θ→０

ｄｘｉ
ｄθ ＝λｉ

ｘｉ。

由定理１，当θ＞０时，ｘｉ ＜０，所以λｉｘｉ ＜０，即

ｌｉｍ
θ→０

ｄｘｉ
ｄθ ＜０。 根据函数局部保号性可知，存在一个

δ＞０，当０＜ θ－０ ＜δ时，
ｄｘｉ
ｄθ ＜０。 当θ＝０

时，由 式 （１１）可 以 得 到 ｘｉ ＝－２λｉ。 当 ０ ＜
θ－０ ＜δ 时，ｘｉ ＝ｘｉ（θ）单调递减，则ｘｉ ＜
－２λｉ，如算法 （３）满足快速性条件，σ应满足

ｘｉ（θ）θ＝σ＝－２λｉ 的最小值，代入式（１３）得：
－λｉ＋ｅ２λｉσｃｏｓ（ｙｉσ）λｉ＝０
ｙｉ－ｅ２λｉσｓｉｎ（ｙｉσ）λｉ＝０｛ （１４）

由式（１４）得：ｃｏｓ（ｙｉσ）＝ｅ－２λｉσ，ｙｉ＝±λｉ ｅ４λｉσ－槡 １，
因此：

σ＝ ｍｉｎ
ｉ∈Ｎｉ，λｉ≠０

｛σ １－ｅ－４λｉ槡 σ ＝ｓｉｎ（λｉσ ｅ４λｉσ－槡 １）｝。

可得系统（１）采用算法（２）后的闭环极点：

ｄｅｔ（ｓＩ＋γＩ）＝０ （１５）

ｄｅｔ（ｓＩ＋Ｌ）＝０ （１６）

　　比较式（８）和式（１５）可知，系统（１）采用这两种
算法得到了相同的极点ｓ＝－γ。 根据定理１，当

θ∈（０，σ）且σ满足式（１２）时，式（１１）的所有根都位
于式（１６）的左边，由引理２可知算法（３）提高了二阶

ＭＡＳｓ的收敛速度。
定理得证。
定理２在定理１的基础上给出了ＭＡＳｓ快速到

达一致性的条件，对于一个稳定的闭环控制系统而
言，系统的极点离虚轴越远，系统的收敛速度越快。
因此得到了新算法（３）相比传统的算法（２）能够大大
提高二阶 ＭＡＳｓ的收敛速度这一重要的结论。以
下将给出仿真算例验证这一结果。

３　算　例

以下针对两类具有不同拓扑结构的 ＭＡＳｓ实

例，采用新算法（３）对系统快速一致性性能进行仿真
验证。
例１　考虑由５个多智能体组成的系统（１），其通

信拓扑如图１所示。由图论知识可得系统的邻接矩
阵Ａ，入度矩阵Ｄ以及拉普拉斯矩阵Ｌ＝Ｄ－Ａ。

Ｄ＝

０．５　 ０　 ０　 ０　 ０
０　 １．２　 ０　 ０　 ０
０　 ０　 １．７　 ０　 ０
０　 ０　 ０　 １．８　 ０
０　 ０　 ０　 ０　 ０．６

熿

燀

燄

燅

，

Ａ＝

０　 ０．２　０．３　 ０　 ０
０．２　 ０　 ０　 ０．８　０．２
０．３　 ０　 ０　 １　 ０．４
０　 ０．８　 １　 ０　 ０
０　 ０．２　０．４　 ０　 ０

熿

燀

燄

燅

，

Ｌ＝

０．５ －０．２ －０．３　 ０　 ０
－０．２　 １．２　 ０ －０．８ －０．２
－０．３　 ０　 １．７ －１ －０．４
０ －０．８ －１　 １．８　 ０
０ －０．２ －０．４　 ０　 ０．６

熿

燀

燄

燅

．

图１　含５个多智能体的系统无向拓扑图

　　智能体的初始状态可以随机给定，因此仿真时
取随机的初始位置和初始速度如图２和图４所示，
参数γ＝１。 根据给定的拉普拉斯矩阵、定理１和定
理２得到状态区间的上界σ＝１．９ｓ。当θ ∈ （０，

１．９）ｓ时，ＭＡＳｓ的位置响应曲线与速度响应曲线
分别如图２—图５所示。其中图２和图３分别描述
了系统使用这两种算法的位置响应。

图２　基于算法（２）的 ＭＡＳｓ位置响应曲线
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图３　基于算法（３）的 ＭＡＳｓ位置响应曲线

判断收敛速度的指标是各个智能体达到一致性

的时间，时间越短表示该 ＭＡＳｓ的收敛速度越快。
由图２和图３可知，基于算法（３）的ＭＡＳｓ位置到达
一致性时间少于７ｓ，而算法（２）需要１２ｓ，因此本文
提出的新算法（３）能使得系统状态更快达到一致。

图４　基于算法（２）的 ＭＡＳｓ速度响应曲线

图５　基于算法（３）的 ＭＡＳｓ速度响应曲线

图４和图５则分别描述了系统使用算法（２）和
算法（３）的速度响应曲线，由上述图形对比能够更加
直观的看出所提算法（３）的快速收敛性。
例２　不失一般性地考虑由４个多智能体组成

的系统（１），其通信拓扑见图６所示。

图６　含４个多智能体的系统无向拓扑图

由通信拓扑图可得系统邻接矩阵Ａ、入度矩阵

Ｄ 及拉普拉斯矩阵Ｌ，且由Ｌ＝Ｄ－Ａ 得：

Ａ＝

０　 ０．１　０．２　０．３
０．１　 ０　 ０　 ０
０．２　 ０　 ０　 ０
０．３　 ０　 ０　 ０

熿

燀

燄

燅

，

Ｄ＝

０．６　 ０　 ０　 ０
０　 ０．１　 ０　 ０
０　 ０　 ０．２　 ０
０　 ０　 ０　 ０．３

熿

燀

燄

燅

，

Ｌ＝

０．６ －０．１ －０．２ －０．３
－０．１　 ０．１　 ０　 ０
－０．２　 ０　 ０．２　 ０
－０．３　 ０　 ０　 ０．３

熿

燀

燄

燅

。

智能体的初始状态与初始速度随机给定，参数γ＝
１。 根据给定的拉普拉斯矩阵Ｌ、定理１和定理２得
到状态区间的上界σ＝２．０３ｓ，当θ ∈ （０，２．０３）ｓ
时，图７和图８分别是系统使用算法（２）与算法（３）
的位置响应曲线。

图７　基于算法（２）的 ＭＡＳｓ位置响应曲线

图８　基于算法（３）的 ＭＡＳｓ位置响应曲线
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由图７和图８可知，基于算法（３）的 ＭＡＳｓ位置
到达一致性时间是２０ｓ，而算法（２）需要４０ｓ，因此本
文提出的新算法（３）能使得系统状态更快达到一致。
分别绘制出了 ＭＡＳｓ使用算法（２）和算法（３）

的速度响应曲线，如图９和图１０所示。

图９　基于算法（２）的 ＭＡＳｓ速度响应曲线

图１０　基于算法（３）的 ＭＡＳｓ速度响应曲线

由图９和图１０比较可知，算法（３）使得系统的
速度响应在１５ｓ之前就趋于一致，算法（２）需要３０
ｓ，新算法（３）大大提升了系统的快速性。
以上针对两种不同拓扑结构的 ＭＡＳｓ进行了

算法仿真，第一种拓扑结构含５个智能体，第二种拓
扑结构含４个智能体，各智能体连接方式不同，权值
不同。通过仿真曲线图比较可知使用算法（３）能使

ＭＡＳｓ更快的到达一致性，即使拓扑结构改变，结果
依然成立，说明算法（３）不失普遍性和有效性。

４　结束语

本文研究了基于无向拓扑的二阶多智能体静态

一致性和快速性问题，在已有结论的基础上提出了
新算法，算法给出 ＭＡＳｓ快速到达一致性的简化条
件，通过 Ｍａｔｌａｂ仿真验证了所提算法的有效性和优
越性。新算法不仅能够使得系统状态快速到达一
致，而且相比已有算法大大提高了系统的收敛时间。
当然，该算法也存在一些不足，即新算法虽然给出了

能够使系统快速收敛的一个时间区间，但并不能给
出使系统收敛最快的最优时间区间，这也是本课题
后续需要深入研究的方向。
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