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齿根疲劳裂纹扩展致传动系统振动异常特征的仿真研究

刘　帅，高　云，崔守凡，张振涛，周　迅
（浙江理工大学机械与自动控制学院，杭州３１００１８）

　　摘　要：为研究齿轮啮合过程中齿根疲劳裂纹扩展与齿轮传动系统振动特性之间的关系，建立了含齿根裂纹的

齿轮对接触分析有限元模型，模拟了齿根裂纹的扩展过程。通过提取有限元分析结果中的啮合齿面节点位移和接

触力信息，求得齿轮时变啮合刚度，进而得到齿轮啮合刚度随齿根疲劳裂纹扩展的退化规律；将该刚度变量代入８自

由度齿轮振动系统的运动微分方程动力学模型中，进一步研究齿根裂纹扩展与传动系统振动之间的关联性。仿真

结果表明：当齿轮单个轮齿含齿根裂纹时，该轮齿啮合振动时域信号异常的范围为单齿－双齿－单齿三个连续区间，其

中双齿啮合区间振动冲击响应最为明显。随着齿根裂纹的扩展，该齿时域振动信号振幅显著增大；频域内的振动信

号中各倍频的峰值基本不变，高频区域最先出现边频带，并且边频带向低频区域扩展，且幅值也逐渐增大。该研究

结果可以为裂纹故障识别检测提供一定的理论依据。

关键词：齿轮；有限元；齿根裂纹；啮合刚度；动力学模型

中图分类号：ＴＨ１３２　　　　　　　　文献标志码：Ａ　　　　　　　文章编号：１６７３－３８５１（２０２０）０１－００５１－０７

Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｎ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ａｂｎｏｒｍａｌ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｇｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍ　ｃａｕｓｅｄ　ｂｙ　ｔｏｏｔｈ　ｒｏｏｔ　ｆａｔｉｇｕｅ　ｃｒａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

ＬＩＵ　Ｓｈｕａｉ，ＧＡＯ　Ｙｕｎ，ＣＵＩ　Ｓｈｏｕｆａｎ，ＺＨＡＮＧ　Ｚｈｅｎｔａｏ，ＺＨＯＵ　Ｘｕｎ
（Ｆａｃｕｌｔｙ　ｏｆ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　＆Ａｕｔｏｍａｔｉｏｎ，Ｚｈｅｊｉａｎｇ　Ｓｃｉ－Ｔｅｃｈ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｈａｎｇｚｈｏｕ　３１００１８，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｏｒｄｅｒ　ｔｏ　ｓｔｕｄｙ　ｔｈｅ　ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｆａｔｉｇｕｅ　ｃｒａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ　ｄｕｒｉｎｇ　ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｐｒｏｃｅｓｓ，ａ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｏｄｅｌ
ｏｆ　ｇｅａｒ　ｐａｉｒ　ｃｏｎｔａｃｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｃｏｎｔａｉｎｉｎｇ　ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ　ｗａｓ　ｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄ　ｔｏ　ｓｉｍｕｌａｔｅ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｐｒｏｃｅｓｓ
ｏｆ　ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ．Ｂｙ　ｅｘｔｒａｃｔｉｎｇ　ｔｈｅ　ｊｏｉｎｔ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ａｎｄ　ｃｏｎｔａｃｔ　ｆｏｒｃｅ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｔｏｏｔｈ
ｓｕｒｆａｃｅ　ｆｒｏｍ　ｔｈｅ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｒｅｓｕｌｔｓ，ｔｈｅ　ｔｉｍｅ－ｖａｒｙｉｎｇ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｗａｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ，

ａｎｄ　ｔｈｅｎ　ｄｅｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ　ｒｕｌｅ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｗｉｔｈ　ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｗａｓ　ｇａｉｎｅｄ．Ｔｈｅ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｗａｓ　ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｅｄ　ｉｎｔｏ　ｔｈｅ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｍｏｔｉｏｎ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｏｆ　８－ｄｅｇｒｅｅ－ｏｆ－
ｆｒｅｅｄｏｍ　ｇｅａｒ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ　ｆｏｒ　ｆｕｒｔｈｅｒ　ｓｔｕｄｙ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｒｅｌｅｖａｎｃｅ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ａｎｄ
ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｉｎ　ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ．Ｔｈｅ　ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｇｅａｒ　ｈａｓ　ａ
ｔｏｏｔｈ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ，ｔｈｅ　ｒａｎｇｅ　ｏｆ　ｔｉｍｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｓｉｇｎａｌ　ａｎｏｍａｌｙ　ｏｆ　ｍｅｓｈｉｎｇ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｏｏｔｈ　ｉｓ　ｔｈｒｅｅ
ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ　ｉｎｔｅｒｖａｌｓ　ｏｆ　ｓｉｎｇｌｅ－ｄｏｕｂｌｅ－ｓｉｎｇｌｅ　ｔｏｏｔｈ，ｗｈｅｒｅ　ｔｈｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ－ｉｍｐａｃｔ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｄｏｕｂｌｅ－ｔｏｏｔｈ
ｍｅｓｈｉｎｇ　ｉｎｔｅｒｖａｌ　ｉｓ　ｍｏｓｔ　ｏｂｖｉｏｕｓ．Ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ，ｔｈｅ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｏｆ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ｓｉｇｎａｌ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｔｏｏｔｈ　ｔｉｍｅ　ｄｏｍａｉｎ　ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｅｓ；ｔｈｅ　ｐｅａｋ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｅａｃｈ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｉｎ
ｔｈｅ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ｓｉｇｎａｌ　ｗｉｔｈｉｎ　ｔｈｅ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｄｏｍａｉｎ　ｉｓ　ｂａｓｉｃａｌｌｙ　ｕｎｃｈａｎｇｅｄ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｉｄｅｂａｎｄ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｈｉｇｈ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒｅｇｉｏｎ　ｆｉｒｓｔ　ａｐｐｅａｒｓ．Ｔｈｅｎ，ｉｔ　ｅｘｐａｎｄｓ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｌｏｗ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ｒｅｇｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｉｄｅｂａｎｄ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ



ａｌｓｏ　ｇｒａｄｕａｌｌｙ　ｉｎｃｒｅａｓｅｓ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｅａｒｃｈ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｃａｎ　ｐｒｏｖｉｄｅ　ａ　ｃｅｒｔａｉｎ　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ　ｂａｓｉｓ　ｆｏｒ　ｃｒａｃｋ　ｆａｕｌｔ
ｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｄｅｔｅｃｔｉｏｎ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｇｅａｒ；ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ（ＦＥＭ）；ｇｅａｒ　ｒｏｏｔ　ｃｒａｃｋ；ｍｅｓｈｉｎｇ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ；ｄｙｎａｍｉｃ　ｍｏｄｅｌ

０　引　言

齿轮传动具有结构紧凑、传动效率和可靠度高
等特点，在车辆及各类机械设备中得到了广泛应用。
齿根疲劳裂纹扩展、轮齿断裂是导致齿轮传动失效
的主要原因之一。研究齿根疲劳裂纹扩展与齿轮啮
合振动特性之间的关联性，有助于齿轮系统振动信
号分析，进而对齿根疲劳裂纹进行早期识别。
为了提高齿轮传动系统可靠性并改善性能，近

年来学者们做了大量相关研究，主要包括齿根裂纹
扩展、含裂纹齿轮的刚度计算以及齿轮系统动力学
仿真分析等。祝赫锴等［１］利用（Ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｆｉｎｉｔｅ
ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ，ＸＦＥＭ）方法，建立了齿根裂纹扩
展模型，对在齿面不同位置加载下齿轮裂纹的扩展
规律进行仿真分析。万志国等［２］借助ＡＮＳＹＳ有限
元软件求解出应力强度因子，并将其代入最大周向
正应力公式中，模拟裂纹扩展轨迹，并根据裂纹轨迹
建立了齿根裂纹扩展模型。该研究在使用能量法计
算含裂纹轮齿啮合刚度时，将轨迹简化成直线。唐
进元等［３］建立了含不同长度和不同角度裂纹有限元

模型，求解了９种工况下的刚度。Ｗａｎｇ等［４］提出
了一种改进的斜齿轮时变啮合刚度的计算方法，在
考虑各刚度分量后，通过沿齿宽方向的积分来计算
时变啮合刚度。吴家腾等［５］提出了一种将应力强度
因子引入的齿轮啮合刚度的改进算法———解析有限
元法（Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｍｅｔｈｏｄ，Ａ－ＦＥＭ）。
胡信鹏［６］用能量法求解了含齿根裂纹的齿轮啮合刚

度，在求解过程中将齿根裂纹模型简化成直线，代入
动力学模型，根据求解结果分析了单齿裂纹以及多
齿裂纹的振动信号。Ｌｉａｎｇ等［７］提出一种映射策
略，分别对太阳轮、行星轮和齿圈三种裂纹故障状态
下振动信号的变化趋势进行了分析。Ｘｕｅ等［８］发现
扭转振动信号在行星齿轮箱振动过程中不受调制效

应的干扰，能有效地用于行星轮故障诊断，并利用行
星轮集中参数模型进行了仿真验证。目前来看，针
对齿根裂纹扩展模拟、啮合刚度计算和振动信号分
析这三个方面的研究相对孤立，虽然有一些研究已
经注意到含裂纹轮齿啮合刚度的计算、含裂纹轮齿
的振动规律的分析等问题，但综合考虑三个问题来
分析裂纹扩展与齿轮传动系统振动特征之间的关联

性的研究较少。
本文在前人研究基础上，将裂纹扩展模拟、啮合

刚度计算和振动信号分析三者相结合，利用有限元
方法模拟齿根疲劳裂纹的扩展行为，并求解其对应
的啮合刚度，得出啮合刚度随齿根裂纹扩展的退化
规律，将此规律与传动系统振动特性仿真相结合，从
而获取疲劳裂纹扩展与振动系统变化之间的关联规

律，为齿轮系统状态监控及损伤早期诊断提供理论
支持。

１　齿根裂纹扩展仿真

１．１　含齿根裂纹齿轮有限元建模
本文以渐开线标准直齿圆柱齿轮为研究对象，

取中央剖面简化为二维模型，其参数如表１所示。
表１　直齿圆柱齿轮有限元分析相关参数

齿轮
齿数／
个

模数／
ｍｍ
压力角／
（°）

弹性模

量／ＧＰａ
齿宽／
ｍｍ

小齿轮 １９　 ５　 ２０　 ２０６．８　 ４０
大齿轮 ４８　 ５　 ２０　 ２０６．８　 ４０

　　采用平面应变单元（ＡＢＡＱＵＳ　ＣＰＥ４Ｉ）建立齿
轮的有限元模型，为保证计算的精度，接触区域网格
予以细化，模型共包含５２３９４个单元和５６９５２个节
点。利用ＡＢＡＱＵＳ　ＫＩＮＣＯＵＰ在轴心处建立运动
耦合关系。在大小齿轮接触齿面上，建立若干个接
触对。本文参照文献［９］的方法，将齿轮模型分为裂
纹块和非裂纹块两个部分，在裂纹块中预制了初始
裂纹。含齿根裂纹齿轮啮合有限元模型如图１
所示。

１．２　齿根裂纹扩展路径模拟
直齿齿根裂纹扩展主要表现为张开型，对于二

维平面裂纹，撕开型应力强度因子ＫⅢ＝０。在极坐
标系中，裂尖应力场可表达为：

σθ＝
１
２π槡 ｒ
ｃｏｓθ

２
ＫＩｃｏｓ２

１
２θ－

３
２
ＫⅡｓｉｎθ（ ）（１）

τθ＝
１

２　２π槡 ｒ
ｃｏｓθ

２
［ＫＩｓｉｎθ＋ＫⅡ（３ｃｏｓθ－１）］

（２）
其中：ｒ为径向坐标；θ为角坐标；ＫＩ为张开型应力

强度因子；ＫＩＩ为滑开型应力强度因子；σθ 为正应
力；τθ 为切应力。Ｅｒｄｏｇａｎ等［１０］提出的最大周向正
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图１　含齿根裂纹齿轮啮合有限元模型

应力理论认为：当裂尖的最大周向应力达到临界
值时，裂纹开始沿垂直于最大周向应力方向扩
展。由式（１）求出最大周向正应力σθｍａｘ，根据扩
展条件

σθ（ＫＩ，ＫⅡ，θ）
θ ＝０，

２σθ（ＫＩ，ＫⅡ，θ）
θ２

＝０，

求得

θ０＝ａｒｃｃｏｓ３　Ｋ
２
ＩＩ＋ Ｋ４

Ｉ＋８　Ｋ２
ＩＫ２槡 Ⅱ

Ｋ２
Ｉ＋９　Ｋ２

Ⅱ

烄

烆

烌

烎
（３）

其中：θ０ 为扩展角，扩展角度从ｑ到ｎ。当裂纹扩展
方向与初始裂纹方向相同时，θ０＝０；当ＫⅡ＞０时，

θ０＜０；当ＫⅡ＜０时，θ０＞０。裂纹尖端环形区域以
及裂纹扩展角度的描述如图２所示。

图２　裂尖环形区域和扩展角度示意

本文根据最大周向正应力理论，建立齿根裂纹
扩展模拟流程如下：

ａ）将 ＨｙｐｅｒＭｅｓｈ中处理好的含裂纹网格模型
以ｉｎｐ文件形式导出，在 ＡＢＡＱＵＳ中对导入的裂
纹模型定义裂纹；

ｂ）对齿轮对接触分析有限元模型设置约束、载
荷和分析步，运算后在历史输出变量中提取裂纹尖
端的应力强度因子；

ｃ）根据式（３）计算出扩展角θ０，并以裂纹尖端
为起点，沿着扩展角θ０ 方向扩展一个步长作为新的
裂纹，再 更 新 裂 纹 块 区 域 网 格，将 模 型 导 入

ＡＢＡＱＵＳ进行计算，循环往复直至应力强度因子
等于或大于断裂韧性。
最终得到裂纹扩展轨迹，其数据如表２所示。

表２　裂纹扩展相关数据

扩展步
裂纹长／
ｍｍ

ＫＩ／

（ＭＰａ·槡ｍ）
ＫⅡ／

（ＭＰａ·槡ｍ）
θ０／
（°）

０　 ０．４　 ６．７６ －０．０７６　 １．３２
１　 ０．８　 ７．５７ －０．１０２　 １．５３
２　 １．２　 ８．１８ －０．１４７　 ２．７５
３　 １．６　 ８．７５ －０．１７４　 ２．２８
４　 ２．０　 ９．３２ －０．２０６　 ２．２５
５　 ２．４　 ９．９７ －０．２４５　 ２．９６
６　 ２．８　 １０．７３ －０．２９１　 ３．０９
７　 ３．２　 １１．８２ －０．３６８　 ３．４７
８　 ３．６　 １３．５６ －０．５０３　 ４．２６
９　 ４．０　 １６．３８ －０．７２２　 ４．９８
１０　 ４．４　 ２１．１５ －０．９７４　 ５．５８
１１　 ４．８　 ２８．４３ －１．４９８　 ５．９８
１２　 ５．２　 ３８．１２ －２．２９９　 ６．８３
１３　 ５．６　 ５３．７２ －３．７３５　 ７．７６
１４　 ６．０　 ７１．８６ －６．０８４　 ９．５２
１５　 ６．４　 １１４．０６ －１７．０６　 １５．９２
１６　 ６．８　 １９６．７３ －４３．７６　 ２４．２３

　　齿根裂纹扩展模拟到第１６步时，其结果如图３
所示。此时ＫＩ、ＫⅡ急剧增大，齿根裂纹扩展进入
了失稳状态。裂纹深度达到齿根弧长一半以后，轮
齿将快速断裂。

图３　前１６步齿根裂纹扩展模拟路径

２　有限元法求解齿轮啮合刚度

为了便于和裂纹扩展模拟过程相结合，本文采
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用有限元法计算齿轮啮合刚度。该方法利用有限元
分析结果中的位移和力来计算［１１］，其中齿面节点位
移如图４所示。设啮合齿面上节点的坐标为Ａ２，该
编号节点啮合转动之前的坐标为Ａ０，而将其视为绕
齿轮轴心Ｏ 作刚体转动后的坐标为Ａ１，将Ａ２ 和

Ａ１ 作差就能求得齿轮的变形量。而角形变量α的
值极小，相对应的啮合线方向上的位移在数值上可
以近似为Ａ１Ａ２ 线段长度。

图４　齿面节点位移示意

单对齿轮啮合的刚度Ｋｕ 定义为单位齿宽上的

齿廓面法向啮合力与齿面法向变形量之比，即：

Ｋｕ＝
Ｆｕ
ｂδ

（４）

其中：Ｆｕ为啮合点的法向力；ｂ为齿轮齿宽；δ为沿
啮合线法向的变形量［１２］。

多对齿轮啮合的综合刚度Ｋｖ可表达为：

Ｋｖ＝∑
ｈ

ｉ＝１
Ｋｉ （５）

其中：ｈ为参与啮合的齿轮对数；Ｋｉ 为第ｉ对齿的
啮合刚度。

为验证有限元法计算啮合刚度的有效性，将健
康齿轮啮合刚度的计算结果与文献［１３］中经典能量
法进行了对比，能量法和有限元法齿轮啮合刚度求
解结果如图５所示。

图５　齿轮啮合刚度随转角变化曲线

从对比结果（图５）可见，有限元法求得的啮合
刚度总体上小于理论计算的结果，平均偏差为

１１．９５％，二者在趋势上基本一致，呈现出单双齿交
替的状态。有限元计算中，提取出来的变形量为整
个齿轮在法线方向的宏观变形量，较能量法多出了
齿轮基体形变量的部分，所以算出的刚度值相对
较小。
图６给出了按照上述方法计算得到的当裂纹长

度为２、４、６ｍｍ时的啮合刚度。图中Ｔｍ 为一个啮

合周期，Ｔｄ为双齿啮合区间，Ｔｓ 为单齿啮合区间。
由该图可见，单个齿根裂纹对轮齿啮合刚度影响的
范围为前对双齿啮合、中间单齿啮合以及后对双齿
啮合。且随裂纹扩展加深，刚度下降幅度增大，后对
双齿啮合刚度下降幅度最大。

图６　含不同长度齿根裂纹齿轮时变啮合刚度

３　齿轮系统动力学仿真

３．１　齿轮系统动力学建模
图７为本文计算所采用的齿轮系统动力学模型

的示意图。为控制计算规模，在该模型中忽略了传
动误差以及摩擦等次要因素。模型取垂直于齿轮啮
合线方向为ｘ轴，以沿齿轮啮合线方向为ｙ轴。
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图７　８自由度齿轮系统动力学模型

该动力学模型的振动方程如式（６）所示

ｍ１ｘ¨１＝－Ｋｘ１ｘ１－Ｃｘ１ｘ·１
ｍ２ｘ¨２＝－Ｋｘ２ｘ２－Ｃｘ２ｘ·２
ｍ１ｙ¨１＝－Ｋｙ１ｙ１－Ｃｙ１ｙ·１＋ｋｔ（Ｒｂ　１θ１－Ｒｂ　２θ２－

ｙ１＋ｙ２）＋ｃｔ（Ｒｂ　１θ
·
１－Ｒｂ　２θ

·
２－ｙ·１＋ｙ·２）

ｍ２ｙ¨２＝－Ｋｙ２ｙ２－Ｃｙ２ｙ·２＋ｋｔ（Ｒｂ　１θ１－Ｒｂ　２θ２－

ｙ１＋ｙ２）＋ｃｔ（Ｒｂ　１θ
·
１－Ｒｂ　２θ

·
２－ｙ·１＋ｙ·２）

Ｉ１θ
¨
１＝Ｋｐ（θｍ－θ１）＋Ｃｐ（θ

·
ｍ－θ

·
１）－Ｒｂ　１

［ｋｔ（Ｒｂ　１θ１－Ｒｂ　２θ２－ｙ１＋ｙ２）＋ｃｔ
（Ｒｂ　１θ

·
１－Ｒｂ　２θ

·
２－ｙ·１＋ｙ·２）］

Ｉ２θ
¨
２＝Ｋｇ（θ２－θｂ）＋Ｃｇ（θ

·
２－θ

·
ｂ）－Ｒｂ　２

［ｋｔ（Ｒｂ　１θ１－Ｒｂ　２θ２－ｙ１＋ｙ２）＋ｃｔ
（Ｒｂ　１θ

·
１－Ｒｂ　２θ

·
２－ｙ

·
１＋ｙ·２）］

Ｉｍθ
¨
ｍ＝Ｍ１－Ｋｐ（θｍ－θ１）－Ｃｐ（θ

·
ｍ－θ

·
１）

Ｉｂθ
¨
ｂ＝－Ｍ２－Ｋｇ（θ２－θｂ）－Ｃｇ（θ

·
２－θ

·
ｂ）

烅

烄

烆
（６）

式中：ｋｔ 为上文计算的时变啮合刚度，相应的啮合
阻尼ｃｔ＝μ·ｋｔ；θ１、θ２、θｍ、θｂ 分别为主动轮、从动
轮、电动机、负载的转动自由度；ｘ１、ｘ２、ｙ１、ｙ２ 分别
为主从动轮沿ｘ 方向和ｙ 方向上的平移自由度。
啮合阻尼系数μ＝Ｃｍ／Ｋｍ

［１３］相关参数如表３所示。

３．２　齿轮动力学仿真求解分析
对方程（６）求解时，将齿轮的时变啮合刚度作为

变量代入。因齿轮的啮合刚度的数量级与振动响应
的数量级相差悬殊，故可将齿轮系统的振动微分方
程视为刚性方程以降低求解难度［１４］。本文算例取
齿轮输入轴的转频为３０Ｈｚ（对应主动轮的啮合频

　　 表３　齿轮系统动力学模型主要参数

参数 数值

小齿轮质量ｍ１／ｋｇ　 ０．９６
大齿轮质量ｍ２／ｋｇ　 ２．８８

输入电机惯性矩Ｉｍ／（ｋｇ·ｍ２） ０．００２１
负载电机惯性矩Ｉｂ／（ｋｇ·ｍ２） ０．０１０５
小齿轮惯性矩Ｉ１／（ｋｇ·ｍ２） ４．３×１０－４

大齿轮惯性矩Ｉ２／（ｋｇ·ｍ２） ８．３×１０－３

输入轴转动频率ｆ１／Ｈｚ　 ３０
啮合频率ｆｍ／Ｈｚ　 ５７０
输入扭矩Ｍ１／（Ｎ·ｍ） １１．９
负载扭矩Ｍ２／（Ｎ·ｍ） ４８．８

电机轴扭转刚度Ｋｐ、Ｋｇ／（Ｎ·ｍ·ｒａｄ－１） ４．４×１０４

电机轴扭转阻尼Ｃｐ、Ｃｇ／（Ｎ·ｍ·ｒａｄ－１） ５．０×１０５

轴承支撑刚度Ｋｘ１、Ｋｘ２、Ｋｙ１、Ｋｙ２／（Ｎ·ｍ－１） ６．５６×１０７

轴承阻尼Ｃｘ１、Ｃｘ２、Ｃｙ１、Ｃｙ２／（Ｎ·ｓ·ｍ－１） １．８×１０５

小齿轮基圆半径Ｒｂ１／ｍ　 ０．０４４６３
大齿轮基圆半径Ｒｂ２／ｍ　 ０．１１２７６
啮合阻尼系数μ／ｓ　 ３．９×１０－６

率为５７０Ｈｚ），利用 Ｍａｔｌａｂ的刚性系统变阶次多步
法的ｏｄｅ１５ｓ求解器进行求解［１５］，该方法求解过程
使用的是数值差分公式。
因为机械设备常用的振动信号检测仪器为加速

度传感器，本文主要对比分析健康齿轮和裂纹齿轮
加速度信号。为了方便对比分析，将由疲劳载荷作
用不同时长所产生不同长度裂纹下的信号置于同一

时刻进行对比，如图８—图９所示。

图８　４ｍｍ裂纹时域振动波形

如图８所示，含裂纹轮齿啮合时的加速度信号
波动程度明显大于正常轮齿啮合时的加速度信号波

动程度，结合上文的啮合刚度计算结果可知，含裂纹
轮齿啮合时刚度局部减小，从而引起了更加剧烈的
振动响应。由图９可见，含裂纹轮齿啮合振动时信
号异常的范围包括前对单齿啮合、中间双齿啮合以
及后对单齿啮合三个连续区间，其中双齿啮合刚度
下降幅度最大，所以振动冲击响应也最为明显。由
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图９　沿啮合线方向振动加速度时域波形对比

图９（ｂ）可见，随着裂纹的增长，时域振动信号波峰
增大。
通过将含不同长度齿根裂纹的主动轮在沿啮合

线方向的振动加速度信号进行ＦＦＴ转换，得到了如
图１０所示的加速度频谱图。
由图１０可知，随着裂纹的扩展，在频域内的振

动信号中５７０Ｈｚ各倍频的峰值基本不变。从信号
的频率成分上分析，振动的总频带由啮合基频、倍频
以及因齿根裂纹导致的异常频率构成，作为正常响
应信号，基频和倍频是运行过程中所有轮齿啮合响
应的平均结果，含裂纹齿在一个啮合周期中只参与
一次啮合，所以对倍频的贡献只有１／ｚ（ｚ为齿数），因
而裂纹扩展导致的信号异常不会在倍频中体现出来。

４０００～７０００Ｈｚ范围内的边频幅值也逐渐增大，整体
的边频幅值的范围由高频域向低频域范围扩张。在
频域局部放大图中，各特征频率差值Δｆ＝３０Ｈｚ，即
主动轮的转频。
将本文中含齿根裂纹的齿轮副振动信号的仿真

结果同文献［６］中相应的仿真结果进行比较，可知在

两者的研究当中，裂纹对相应时域区间内振幅的影响
是类似的，对频域范围内的倍频和边频特征的影响也
一致。该对比结果为本文进一步研究齿根疲劳裂纹
扩展致传动系统振动异常特征提供了理论支持。

４　结　论

本文将齿根疲劳裂纹扩展的数值模拟、齿轮的
动态啮合刚度计算以及齿轮传动系统的动力学分析

相结合，计算得到了齿根疲劳裂纹的扩展与齿轮动
态啮合刚度之间的关联性，进而得到了随着齿根疲
劳裂纹的扩展，齿轮系统振动特性的变化规律。主
要结论如下：

ａ）含裂纹轮齿的啮合刚度比健康轮齿的啮合刚
度小且随着齿根裂纹扩展的加深，刚度下降幅度增
大，后对双齿啮合刚度下降幅度最大。

ｂ）含单个齿根裂纹轮齿啮合振动时域信号异
常范围可分为前对单齿啮合、中间双齿啮合以及后
对单齿啮合三个连续区间，其中双齿啮合区域振动
冲击响应最为明显。
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图１０　频域振动加速度图

　　ｃ）随着齿根裂纹的扩展，该齿时域振动信号振
幅显著增大；频域内的振动信号中各倍频的峰值基
本不变，高频区域最先出现边频带并向低频区域扩
展且边频带幅值也逐渐增大。
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