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　　摘　要：为了探究随机径向基函数神经网络的函数逼近能力，运用随机权重前馈神经网络收敛性分析的方法对

其进行收敛性分析。首先利用广义δ函数的性质构建一个被近似函数的极限积分表达式；其次用蒙特卡罗方法计

算这个表达式中的积分，证明随机径向基函数神经网络可以逼近任意连续函数。同时，从理论上分析了随机径向基

函数神经网络的收敛特性，发现其收敛误差随着隐藏层神经元节点的增加而逐渐减少，表明其是一个高效的函数逼

近器，并且具有处理大数据问题的潜力。
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０　引　言

人工神经网络自诞生以来，理论和技术研究日
益成熟，应用范围也变得十分宽广。感知器作为最
早的人工神经网络，只能解决单一的线性问题，而目
前已创造出各种形式的人工神经网络，并被广泛地
运用到各个领域，如语音识别［１］、预测分析［２］等。反

向传播算法（Ｂａｃｋ　ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ　ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＢＰ）［３］由
于具有自主学习参数的能力，因而被广泛地运用于
各种人工神经网络中，但这种算法也存在局部极小
值、收敛速度慢等问题［４］。１９９２年，Ｓｃｈｍｉｄｔ等［５］提
出了随机权重的前馈神经网络（Ｆｅｅｄｆｏｒｗａｒｄ　ｎｅｕｒａｌ
ｎｅｔｗｏｒｋｓ　ｗｉｔｈ　ｒａｎｄｏｍ　ｗｅｉｇｈｔｓ，ＦＮＮＲＷ），即隐藏
层中的权重和偏置是按照某种方式随机选择的（参



数在［－１，１］之间均匀分布），并利用最小二乘法对
输出层的权重进行解析确定。但是这种随机设置隐
藏层权重的方式并不是作为一种有效的算法提出

的，而只是一种探究前馈神经网络特性的简单方法。
从近似理论的角度分析［６］，隐藏层参数在［－１，１］之
间均匀分布的方式并不能够作为一种随机模型去逼

近任意连续函数（在概率为１的基础上）。因此，关
于它的近似能力和良好泛化性能的一些说法都是缺

乏科学依据的［７］。１９９５年，Ｉｇｅｌｎｉｋ等［８］以一种构造
性的方式指定隐藏层的权重和偏置称之为随机向量

函数连接型网络（Ｒａｎｄｏｍ　ｖｅｃｔｏｒ　ｖｅｒｓｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ－ｌｉｎｋ　ｎｅｔ，ＲＶＦＬ），并从理论上证明了这
种网络的普遍逼近能力。ＲＶＦＬ网络与被近似函数
之间的收敛误差依赖于隐藏层中神经元节点的数

量，节点数量越多收敛误差越小。同时，ＲＶＦＬ网络
在处理大数据集问题方面具有巨大潜力，因而受到
广泛关注［９－１０］。由于只需要计算输出层权重这种良
好的学习特性，因此产生了许多关于如何计算

ＲＶＦＬ网络输出层权重的算法［１１－１２］。近几年，Ｗａｎｇ
等［１３－１４］在随机权网络如何处理大数据集问题方面做

了大量研究，其成果凸显了这种神经网络的优势。
此外，Ｓｃａｒｄａｐａｎｅ等［１５］在２０１７年全面论述了有关
这种神经网络的随机方法。由于这种随机方法对神
经网络中的激活函数没有特定的约束，所以本文希
望可以将这种神经网络中一般的激活函数拓展到径

向基函数。
另一方面，具有相同平滑因子的径向基函数神

经网络 （Ｒａｄｉａｌ　ｂａｓｉｓ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｎｅｕｒａｌ　ｎｅｔｗｏｒｋｓ，

ＲＢＦＮＮ）已经被Ｐａｒｋ等［１６］证明具有普遍的近似能
力。因其具有分类能力强、学习收敛速率快、无局部
极小值等良好特性，被广泛地应用于各种领域。如
何确定径向基函数神经网络的中心和平滑因子，一
直以来都是人们研究径向基函数神经网络的重点。
关于径向基函数神经网络参数学习的主要算法，其
中一种是通过选取训练集样本作为径向基函数神经

网络的中心，再根据样本数据确定平滑因子。在这
种学习算法中，隐藏层节点数必须与样本数保持一
致，不利于网络结构的调整；在面对大量的训练样本
时，也不利于输出层权重的计算。另一种是采用非
监督学习和监督学习两个阶段的 Ｍｏｏｄｙ算法［１７］，
在非监督学习阶段用Ｋ－ｍｅａｎｓ聚类算法根据输入
向量对训练样本进行聚类，确定聚类中心和平滑因
子。目前，许多计算径向基神经网络中心的算法都
从聚类角度出发，但是聚类需要有一个确定样本之

间度量问题，如何定义这种度量才能恰当地找到径
向基网络的中心还需要研究。况且，这种方法增加
了一个非监督学习阶段，同时也增加了时间成本，降
低了网络的性能。把随机设置隐藏层参数的方法与
径向基函数神经网络的良好性能相结合，能够有效
地避免上述问题。随机径向基函数神经网络的中心
和平滑因子采取随机选择的方式（在某个区间均匀
分布），所以不需要非监督学习阶段，缩短了网络的
训练时间；而且其隐藏层的节点数可以任意增减，不
会影响网络结构。
本文运用Ｉｇｅｌｎｉｋ等［８］随机权重前馈神经网络

收敛性分析的思想，通过蒙特卡罗计算积分的方法，
证明 随 机 径 向 基 函 数 神 经 网 络 （Ｒａｄｉａｌ　ｂａｓｉｓ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ　ｎｅｕｒａｌ　ｎｅｔｗｏｒｋｓ　ｗｉｔｈ　ｒａｎｄｏｍ　ｗｅｉｇｈｔｓ，

ＲＢＦＮＮＲＷ）同样能够逼近任意连续函数，并且是
一个有效的函数逼近器。

１　随机径向基函数神经网络

三层网络结构的径向基函数神经网络数学模型

可以表示为：

ｆσ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ
βｉｇ

‖ｘ－ｙｉ‖２２
σｉ（ ） （１）

其中：中ｘ∈Ｒｍ 是输入向量，ｙｉ＝ ［ｙｉ１，ｙｉ２，ｙｉ３，…，

ｙｉｍ］表 示 隐 藏 层 中 第ｉ 个 神 经 节 点 的 中 心；

‖ｘ－ｙｉ‖２２ 表示输入向量与中心点之间欧氏距离
的平方；ｇ是激活函数，在径向基函数神经网络中
通常为高斯函数；σｉ ∈Ｒ表示第ｉ个神经节点激活
函数的平滑因子，它可以控制激活函数的宽度；βｉ
是隐藏层到输出层的权重；ｎ、ｍ 分别表示隐藏层的
节点数和输入向量的维度。本文中三层径向基函数
神经网络的结构如图１所示。

图１　径向基函数神经网络结构

随机径向基函数神经网络与一般的径向基神经

网络的区别在于，随机径向基函数神经网络中隐藏
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层神经节点的中心ｙｉ＝［ｙｉ１，ｙｉ２，ｙｉ３，…，ｙｉｍ］和平
滑因子σｉ∈Ｒ以某种随机的方式生产（平均分布），
并且需要在输出层的权重βｉ 通过最小二乘法求出
前确定。

２　随机径向基函数神经网络的收敛性分析

对任意连续函数ｆ∈Ｃ（Ｉ　ｍ）和ＲＢＦＮＮＲＷ，其
中：Ｉ　ｍ ＝［０，１］ｍ Ｒｍ。 并定义：

ｆｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ
βｉｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝（２）

其中：ｎ ＝（ｎ，β１，…，βｎ，ｙ１，…，ｙｎ，θ１，…，θｎ）代
表了这个网络的全部参数；（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）表示
两个向量的外积；·表示向量的内积。ｎ 的随机部
分定义为λｎ＝（ｙ１，…，ｙｎ，θ１，…，θｎ），假定λｎ被定
义在概率测度分别为μ、的概率空间Ｓｎ（Ω）上，假
设Ｓｎ（Ω）、μ、都依赖于确定的参数Ω，并且在学习
阶段参数Ω需要被提前确定。概率测度μ、可以通
过如下指定：θ０ ＝（θ０１，θ０２，…，θ０ｍ）均匀分布在

Ｖｍ ＝［０，Ω］× ［０，Ω］× … × ［０，Ω］中，并且要求

θ０１＝θ０２＝…＝θ０ｍ，同时ｙ０＝（ｙ０１，ｙ０２，…，ｙ０ｍ）独
立均匀分布在Ｉ　ｍ 中。所以 （θ１，θ２，…，θｎ）和（ｙ１，

ｙ２，…，ｙｎ）分别表示来自θ０和ｙ０分布的两个样本。
通过以上定义可以发现，式（１）和式（２）只是在形

式上不同。在以下证明中，采用式（２）来分析随机径
向基函数神经网络的收敛性。在任意紧集Ｋ（Ｋ 
Ｉ　ｍ ）中，连续函数ｆ 与ｆｎ（ｘ）之间的距离定义
如下：

ρＫ（ｆ，ｆｎ）＝∫Ｋ
［ｆ（ｘ）－ｆｎ （ｘ）］

２

ｄ槡 ｘ （３）

　　定理１　对任意紧集Ｋ（Ｋ Ｉ　ｍ，Ｋ ≠Ｉ　ｍ ）和

绝对可积的激活函数ｇ，有∫Ｒ
ｇ２（ｘ）ｄｘ＜ ∞，则存

在一系列 ＲＢＦＮＮＲＷ｛ｆｎ（ｘ）｝和一系列概率测
度 ｛μ，｝，使得

ρＫ（ｆ，ｆｎ）→ｎ→∞０
（４）

　　证明：首先，用多元函数积分的极限值来表示所
要近似的目标函数。需要构造一个被积函数的核：

ｈｘ（ｙ，θ）＝ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝∏
ｍ

ｉ＝１
θ槡ｉ

（５）

并对激活函数ｇ标准化，使其满足∫Ｒｍ
ｇ ∑

ｍ

ｉ＝１
ｚ２ｉ（ ）ｄｚ＝

１，其中ｚ＝槡θ ○（ｘ－ｙ）。所以，对任意的ｘ，θ∈Ｒｍ

有∫Ｒｍ
ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ＝１。当θ１，θ２，…，θｍ →∞，函数

ｈｘ（ｙ，θ）接近多维广义δ 函数δｘ（ｙ）。 而广义

δｘ（ｙ）函 数 满 足 以 下 条 件：如 果 ｙ ≠ ｘ，则

δｘ （ｙ）＝０并且有∫Ｒｍ
δｘ（ｙ）ｄｙ＝１。 利用δｘ（ｙ）函

数的性质可以构造被近似函数的极限积分表达式：

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
θ１→∞

…ｌｉｍ
θｍ→∞∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ （６）

　　下面证明在任意紧集Ｋ（ＫＩ　ｍ，Ｋ≠Ｉ　ｍ ）上，
式（６）成立。对任意δ＞０和任意的Ｋ Ｉ　ｍ，Ｋ ≠
Ｉ　ｍ，通过建立一个超立方体Ｉ　ｍδ ＝［δ，１－δ］ｍ 使得

Ｋ Ｉ　ｍδ Ｉ　ｍ，Ｉ　ｍδ ≠Ｉ　ｍ。利用∫Ｒｍ
δｘ（ｙ）ｄｙ＝１这个

性质可以得到：

∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ－ｆ（ｘ）
≤∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ－∫Ｉｍｆ（ｘ）ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ ＋

∫Ｒｍ＼Ｉｍ
ｆ（ｘ） ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ

≤∫Ｉｍ ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ） ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ＋

∫Ｒｍ＼Ｉｍ
ｆ（ｘ） ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ （７）

将变量ｙ用ｚ代替，并定义：

Ｖｍ（ｘ，θ）＝［（ｘ１－１） θ槡１，ｘ１ θ槡１］×
［（ｘ２－１） θ槡２，ｘ２ θ槡２］×…×［（ｘｍ －１）

θ槡 ｍ ，ｘｍ θ槡ｍ ］，

Ｉｍδ ＝ ［（δ－１） θ槡１，（１－δ） θ槡１］×［（δ－１） θ槡２，

（１－δ） θ槡２］×…×［（δ－１）θ槡ｍ ，（１－δ）θ槡ｍ］，

槡θ
－１
＝ （θ槡１

－１，θ槡２
－１，…，θ槡ｍ

－１），
通过以上定义，继续计算式（７）：

∫Ｉｍ ｆ（ｙ）－ｆ（ｘ） ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ

＝∫Ｖｍ（ｘ，θ）ｆ（ｘ－ｚ ○ 槡θ
－１）－ｆ（ｘ） ｇ（ｚ２）ｄｚ

≤∫Ｉｍδ （θ）ｆ（ｘ－ｚ ○ 槡θ
－１）－ｆ（ｘ） ｇ（ｚ２）ｄｚ，

同时令Ｓ（θ）＝ －
４
θ槡１，

４
θ槡１［ ］× －

４
θ槡２，

４
θ槡２［ ］×

…× －
４
θ槡 ｍ ，

４
θ槡 ｍ［ ］，因此：

∫Ｉｍδ （θ）ｆ（ｘ－ｚ ○ 槡θ
－１）－ｆ（ｘ） ｇ（ｚ２）ｄｚ

≤∫Ｓ（θ）
ｆ（ｘ－ｚ ○ 槡θ

－１）－ｆ（ｘ） ｇ（ｚ２）ｄｚ＋

２　Ｍ∫Ｒｍ＼Ｓ（θ）
ｇ（ｚ２）ｄｚ

≤ ｓｕｐ
Ｔｉ ≤

１
４θ槡ｉ

，ｘ∈Ｉｍ
ｆ（ｘ－Ｔ）－ｆ（ｘ）＋

２　Ｍ∫Ｒｍ＼Ｓ（θ）
ｇ（ｚ２）ｄｚ。

７３８第６期 张逾傲等：随机径向基函数神经网络的收敛性分析



其中：Ｍ＝ｓｕｐ
ｘ∈Ｉｍ
ｆ（ｘ），Ｔ＝ｚ ○槡θ

－１，当θ趋向于无穷

的时候（可假设θ→∞，即θ１→∞，…，θｍ →∞ ），
最后一个不等式趋于０。不等式中第一项趋于０是
因为函数ｆ在Ｉ　ｍ 中的连续性，当θ→∞，Ｔｉ的取值
范围趋于０，所以ｆ（ｘ－Ｔ）－ｆ（ｘ）→０。 第二项趋
于０是因为函数 ｇ 的可积性，当θ→ ∞ 时，Ｓ（θ）

→∞，所以第二项的积分域趋于０，最终可以得到这
个积分趋于０。另一方面，

∫Ｒｍ＼Ｉｍ
ｆ（ｘ） ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ

≤Ｍ∫Ｒｍ＼∏
ｍ

ｉ＝１
［－δ θ槡ｉ，δ θ槡ｉ］

ｇ（ｚ２）ｄｚ →
θ→∞
０ （８）

　　以上完成了第一步的证明。

其次，考虑Ｆ（θ）＝∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙ作为θ
的函数，并对这个函数应用ｍ 次洛必达法则，可以
得到：

ｌｉｍ
Ω１→∞

ｌｉｍ
Ω２→∞

… ｌｉｍ
Ωｍ→∞

１

∏
ｍ

ｉ＝１
Ωｉ
∫Ｉｍ×Ωｍｆ（ｙ）ｈｘ（ｙ，θ）ｄｙｄθ（ｍ）

＝ｌｉｍ
Ω１→∞

ｌｉｍ
Ω２→∞

… ｌｉｍ
Ωｍ→∞

１

∏
ｍ－１

ｉ＝１
Ωｉ
·∫Ｉｍ×Ωｍ－１ｆ（ｙ）

∏
ｍ－１

ｉ＝１
θ槡ｉ Ω槡 ｍｇ｛（θｍ－１，Ωｍ）·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝

ｄｙｄθ（ｍ－１）＝ｌｉｍ
Ω１→∞

ｌｉｍ
Ω２→∞

… ｌｉｍ
Ωｍ→∞∫Ｉｍ

ｆ（ｙ）ｈｘ（ｙ，Ω）ｄｙ＝ｆ（ｘ）。

其中：ｄθ（ｍ）＝∏
ｍ

ｉ＝１
ｄθｉ；Ωｍ ＝［０，Ω１］×［０，Ω２］×…

×［０，Ωｍ］。 令Ω１＝…＝Ωｍ ＝Ω，通过以上定义可
得：

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
Ω→∞

１
Ωｍ∫Ｉｍ×Ｖｍｆ（ｙ）ｇ｛θ·

［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝∏
ｍ

ｉ＝１
θ槡ｉｄｙｄθ （９）

其中：Ｖｍ ＝［０，Ω］ｍ，继续定义：＝（ｙ，θ），ｄ＝

ｄｙｄθ，Ｗｍ＝Ｉ　ｍ ×Ｖｍ，ＦΩ（ｙ，θ）＝
∏
ｍ

ｉ＝１
θ槡ｉ

Ωｍ ｆ（ｙ），所

以式（９）可转变成：

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
Ω→∞∫Ｗｍ

ＦΩ（）ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝ｄ

（１０）
式（１０）代表函数ｆ（ｘ）的极限积分表达式。
最后，通过蒙特卡罗求积分的方法去计算式

（１０）中等式右边的积分。因为 （ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ）和
（θ１，θ２，…，θｎ）是大小为ｎ的样本，分别均匀分布
在Ｉ　ｍ、Ｖｍ 中，所以（１，２，…，ｎ）是Ｗｍ 中相对应

的样本。通过以上步骤，可以得到：

∫Ｗｍ
ＦΩ（）ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝ｄ ～

Ωｍ

ｎ

∑
ｎ

ｉ＝１
ＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝（１１）

　　根据蒙特卡罗计算积分的方法，这个计算误差

为
ｋ　ｖａｒ　ＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ槡 ）］｝

槡ｎ
，其

中：ｖａｒ　ＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ · ［（ｘ －ｙｉ）○（ｘ －ｙｉ）］｝＝
Ｅ｛ΩｍＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ · ［（ｘ － ｙｉ）○（ｘ － ｙｉ）］｝－

∫Ｗｍ
ＦΩ（）ｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝ｄ｝２。 是随

机变量ＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝的方
差，Ｅ表示数学期望，ｋ 是依赖于可信度的常数。
所以，ρＫ（ｆ，ｆｎ）可以通过如下计算得到：

∫Ｋ
ｄｘ［∫Ｗｍ

ＦΩ（）ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝ｄ

－Ω
ｍ

ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
ＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ·［（ｘ －ｙ）○（ｘ －ｙ）］｝］２ ＝

ｋ２

ｎ∫Ｋ
ｄｘＥ｛ΩｍＦΩ（ｉ）ｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝－

∫Ｗｍ
ＦΩ（）ｇ｛θ · ［（ｘ － ｙ）○（ｘ － ｙ）］｝ｄ｝２ ＝

ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ
ｎ

。当ｎ→ ∞ 时，
ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ
ｎ →０。 如果定义

βｉ＝
Ωｍ

ｎＦΩ
（ｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ。 则式（１１）可以重新

改写成：

∫Ｗｍ
ＦΩ（）ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝ｄ ～

∑
ｎ

ｉ
βｉｇ｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝ （１２）

结合式（１０）和式（１２）完成证明。

３　随机径向基神经网络是有效率的函数逼
近器

　　通过对被近似函数增加一些限制，假设被近似
的函数满足李普希兹条件。即存在一个常数ａ ＞
０，使得对任意ｘ，ｙ ∈Ｉ　ｍ，有 ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）≤

ａ‖ｘ－ｙ‖。 其中：‖ｘ－ｙ‖＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｘｉ－ｙｉ ，这

就把连续函数限制成满足上面条件的更光滑的函

数。另外，对激活函数也进行一些调优，即让激活函
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数ｇ的定义域在区间∏
ｍ

ｉ＝１

［－ 槡αθｉ，α θ槡ｉ］上，并记

为ｇα。 可以有以下定理：
定理２　对任意的ｆ∈Ｃ（Ｉ　ｍ）并且满足李普希

兹条件，对任意的紧集Ｋ（Ｋ Ｉ　ｍ，Ｋ ≠Ｉ　ｍ ），和激
活函数ｇα 且满足定理１中激活函数的条件，则存在
一系列 ＲＢＦＮＮＲＷ｛ｆｎ（ｘ）｝、一系列概率测度
｛μ，｝和常数ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ，α，使得：

ρＫ（ｆ，ｆｎ）≤
ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ，α
槡ｎ

（１３）

　　证明：通过前面的证明过程发现，ＲＢＦＮＮＲＷ
逼近连续函数的思想主要分两步，首先利用广义δ
函数的性质构建一个被近似函数的极限积分表达

式，其次用蒙特卡罗方法来计算这个积分。所以，

ρＫ（ｆ，ｆｎ）可以通过式（１４）来确定：

ρＫ（ｆ，ｆｎ）≤ｓｕｐ
ｘ∈Ｉｍ

ｆ（ｘ）－ｆΩ（ｘ）＋ρＫ（ｆΩ，ｆｎ）

（１４）

其中：ｆΩ（ｘ）＝∫Ｗｍ
ＦΩ（）ｇ｛θ·［（ｘ －ｙ）○（ｘ －

ｙ）］｝ｄ。 通过取足够大的参数Ω，式（１４）中第一
项可以任意的小。但是在这种情况下，决定第二项
误差的方差会趋于无穷大，

ｖａｒΩ＝∫Ｋ
ｄｘ １

Ｗｍ∫Ｗｍ
｛Ｗｍ　ＦΩ（）

ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝｝２ｄ－ｆ２（ｘ）→
Ω→∞

∞。

　　如果能够保证ｓｕｐ
ｘ∈Ｉｍ

ｆ（ｘ）－ｆΩ（ｘ） 趋于０的

速率比方差ｖａｒΩ 趋于无穷的速率要快，那么得到的

误差ρＫ（ｆ，ｆｎ）≤
ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ
槡ｎ

。 但是这种情况对函

数ｆ的限制严重，所以更改激活函数ｇ的定义域为

α（ｎ）Ω，其中α（ｎ）→
ｎ→∞
０，这样可以通过固定Ω 的

值来保证方差ｖａｒΩ 有界，同时有

ｓｕｐ
ｘ∈Ｉｍ

ｆ（ｘ）－ｆΩ（ｘ） →
ｎ→∞
０ （１５）

　　通过证明发现，采用这种方式同样可以得到

ρＫ（ｆ，ｆｎ）≤
ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ，α
槡ｎ

。 下面用一个引理来证明

式（１３）成立。

引理１　ｇα 表示在区间∏
ｍ

ｉ＝１

［－ 槡αθｉ，α θ槡ｉ］上

的激活函数，其中α，θ１，θ２，…，θｍ 是任意的正整数。
重新定义核函数：

ｈｘ，α（ｙ，θ）＝ｇα｛θｉ·［（ｘ－ｙｉ）○（ｘ－ｙｉ）］｝∏
ｍ

ｉ＝１
θ槡ｉ，

使得在任意紧集Ｋ（Ｋ Ｉ　ｍ，Ｋ ≠Ｉ　ｍ ）上：

ｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
α→０∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ，α（ｙ，θ）ｄｙ。

事实上，

∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ，α（ｙ，θ）ｄｙ－ｆ（ｘ）
≤∫ｓｕｐｇα

ｆ（ｘ－ｚ○ 槡θ
－１）－ｆ（ｘ） ｇ（ｚ２）ｄｚ

≤ ｓｕｐ
ｚ∈ｓｕｐｇα

ｆ（ｘ－ｚ○ 槡θ
－１）－ｆ（ｘ）

≤ｋ　ｓｕｐ
ｚ∈ｓｕｐｇα

ｚ○ 槡θ
－１
≤ｋα。

其中：ｓｕｐｇα 表示函数ｇα 的定义域，当ｎ趋于无穷
的时候 α趋向 ０。因此可以通过有界的θ，用

∫Ｉｍｆ（ｙ）ｈｘ，α（ｙ，θ）ｄｙ近似函数ｆ（ｘ），再通过有界
的Ω，用∫Ｗｍ

ＦΩ（）ｇ｛θ·［（ｘ－ｙ）○（ｘ－ｙ）］｝ｄ逼

近函数ｆ（ｘ），所以ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ，α 为一个有界的常数。
本文运用了随机权重前馈神经网络收敛性证明

的思想方法，因为在证明过程中构造了不同的核函
数，所以可以有效地避免文献［８］中一个错误的证明
步骤，这个错误的证明步骤已被文献［１８］指出。通
过上文的证明过程可知，随机径向基函数神经网络
与被近似函数之间的收敛误差可以由表达式

ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ，α
槡ｎ
决定。由于ｂｆ，ｇ，Ω，ｍ，ｋ，α 是一个有界的常

数，所以与收敛误差有关的变量就只有隐藏层中神
经元的节点数ｎ。 随着神经元节点数地增加，收敛
误差逐渐降低趋于０，很容易就能达到人们所能接
受的误差范围，因此该神经网络是一个有效率的函
数逼近器。这种随机设定径向基函数中心和平滑因
子的方式，使得在神经网络中只需要计算输出层权
重这一种参数即可，并不需要非监督学习阶段，因而
提高了网络的学习效率。并且，采用最小二平方法
求输出层权重是一种线性运算，在计算上十分迅速。
输入向量维度的增加也并不影响随机径向基函数的

收敛误差，因此该神经网络在处理大数据集问题上
具有巨大的潜力。

４　结　论

随机径向基函数神经网络中部分参数的随机选

择方式，是对现有确定径向基函数神经网络中心和
平滑因子方式的一种重要补充。本文证明了随机径
向基函数神经网络不仅能够逼近任意连续函数，而
且还是一个有效率的函数逼近器。此外，相较于其
他径向基函数神经网络，随机径向基函数神经网络
中部分参数可采用随机选择方式确定，且输出层权
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重可以通过线性计算求解。这些特性使得随机径向
基函数神经网络能够缩短网络的训练时间，并且在
处理大数据集任务上具有巨大潜力。
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