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稀浓度下铁系催化剂制备过程介尺度建模与计算

李飞翔,徐定华
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:由成核率和生长速率决定的结晶过程建模是铁系催化剂制备研究中的一个关键的数学问题.根据微

观尺度上的随机过程和宏观尺度上的热扩散规律,建立了催化剂制备过程中的宏微观耦合的介尺度热扩散模型;在

空间三维上,结合因果锥,采用有限差分法求解该模型.给出数值算例,并与化学实验结果进行比较,结果显示该数

值算法有效,验证了介尺度模型的合理性.
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０　引　言

在工业上,生产沉淀铁催化剂主要由沉淀、老
化、过滤、洗涤、干燥、焙烧等步骤组成[１].在第一步

的沉淀反应中,溶解于溶液中的具有原子尺度的前

躯体原料离子(小尺度)与沉淀剂发生化学反应,形
成具有纳米尺度的晶核或簇体,然后再通过结晶

生长、粒子聚集等过程,逐渐演变为具有纳米或微

米尺度的一次粒子和具有三维立体结构的二次团

聚粒子(介尺度过程).在该演变过程中,粒子的

尺寸、表面性质和聚集过程不断发生多尺度的变

化,这些变化决定最终催化剂的结构(比表面积、
孔结构)和表面晶体结构等.对沉淀法制备催化

剂而言,如何调节与控制第一步的沉淀反应过程,
即原始晶核或纳米簇体以固液界面为起始点的结

晶和团聚过程,以及这两种变化单独或共同作用

下形成具有三维立体结构的一次粒子与二次粒子

的过程,是沉淀法制备催化剂过程中面临的关键

共性科学问题.
自２０世纪３０年代后期以来,对结晶过程模型

的研究引起了大量材料科学家和数学家的兴趣.以

Kolmogotov等为主的学者研究了结晶过程中的统

计原理,提出了 KJMA 模型[２Ｇ５].该模型仅研究成

核率与晶核生长速率是常数的结晶过程.Cahn[６]

提出了一个改进的 KJMA 模型,即时间锥模型(又
称为因果锥模型).随后,Burger等[７Ｇ９]研究了在空

间一维情形下,基于因果锥方法的非等温聚合物结

晶的模型.Capasso等[１０]在Burger研究的基础上,
提出并解决了成核率决定反问题和生长率决定反问

题.Liu等[１１Ｇ１２]研究了结晶过程中的多重双曲偏微

分方程模型,证明了模型在奇数维情形下与因果锥

模型等价,但是他们并没有在因果锥方法的基础上

进行直接求解.Jiang等[１３]研究了最终观测数据波

决定源项反问题,给出逆源问题解唯一性的适定性

结果,该研究可以进一步扩展到结晶过程中的生长

率决定反问题等.
本文在沉淀法制备Fe基催化剂的稀浓度实验

下进行数学建模与计算,仅考虑结晶过程中的成核

率与生长率,由于沉淀法制备 Fe基催化剂的正常

浓度的实验需要考虑晶核集聚的影响,因此本文暂

不讨论晶核的集聚问题.稀浓度实验的数学建模主

要以 KJMA 模型为基础,应用因果锥方法,推广到



空间三维的情形,结合宏观尺度的热扩散过程和微

观尺度上的随机过程,建立耦合的抛物型方程模型,
并对其进行数值仿真.

１　成核Ｇ晶核生长速率与热扩散过程耦合的

数学模型

　　考虑沉淀法制备Fe基催化剂过程的示范性实验,
即稀浓度下Fe(OH)３ 纳米一次粒子(晶核)的生成与

生长实验.示范性实验的过程为:在９５℃的热水中加

少量Fe(NO)３,同时进行旋转和搅拌(４００r/min),便产

生了稀浓度的Fe３＋ ,又从热水中产生了很稀浓度的

(OH)－ ,从而产生纳米级的Fe(OH)３ 颗粒(一次粒

子),这些颗粒大小为５nm 左右.在透射电镜下发

现Fe(OH)３ 颗粒呈现类球状,内有晶格条纹(按规

则排序).一次粒子间无规则地聚集在一起时,稀溶

液条件下得到的是溶胶.示范性实验结果表明:

Fe３＋ 和(OH)－ 发生化学反应生成 Fe(OH)３ 分子,
通过分子集聚(按一定规律周期重复排列)形成一次

粒子(晶核).Fe(OH)３ 纳米粒子的透射电镜图如

图１所示.本文通过数学建模给出上述实验过程的

数学描述.

图１　Fe(OH)３ 纳米粒子的透射电镜图

１．１　微观尺度上的随机模型

假定成核过程是一个随机的空间标记点过

程[１４].对于概率空间(Ξ,F,P),一般用N表示微晶的

数量,即

N＝ ∑
∞

j＝１
∈ (Xj,Sj) (１)

其中:Xj 是第j个核的空间位置,Sj 是第j个成核发

生的时间.Xj 和Sj 分别是Ω ⊂R３ 和R＋ 中的随机变

量,Ω 是一个Borel集.
设B＋ 和C分别是R＋ 和Ω中Borel集的σＧ代数,

若t∈R＋,x∈Ω,B ∈ B＋,C ∈C,则 B＋×C上的

Direc测度ε(x,t)为

∈ (x,t)(C,B)＝
１, x∈C,t∈B
０, 其他{ (２)

因此N是B＋×C上的整数值随机测度.设N(A)为时

空区域A ∈B＋×C中的成核事件数,即

N(A)＝card{j (Xj,Sj)∈A} (３)
其中,card{}表示集合中元素的个数.那么,由期望

值定义的确定性测度

Λ(A)＝E(N(A)),A ∈C×B＋ (４)
称为N的强度测度.

若Θ(t)表 示 随 机 闭 集 (Randomclosedset,

RACS),表示在时间t∈ R＋ 之前,Ω 中由晶相所占

据的区域,即

Θ(t)＝ ∪
Sj＜t

Θ(t;Xj,Sj),　t∈R＋ (５)

其中:随机集Θ(t;Xj,Sj)表示在位置Xj 和时刻Sj

出生的晶体自由生长到时刻t≥Sj 所占据的空间,

Θ(t;Xj,Sj)＝ {x∈Ω:η∈C１ Sj,t[ ],ηSj( )

＝Xj,ηt( )＝x,

η′s( ) ≤ρηs( ),s( ),s∈ Sj,t( )} (６)
其中:ρ(x,t)表示生长率.当t＜Sj 时,Θ(t;Xj,Sj)

＝Ø.
一般情况下,不直接使用集合Θ(t),而是定义

一个便于计算的因果锥,即

E(x,t):＝ {(y,s)∈Ω×[０,t]x∈Θ(t,y,s)}
(７)

或者

Ex,t( ) {(y,s)∈Ω×[０,t]|y－x|≤

∫
t

s
ρη(τ),τ( )dτ} (８)

它是所有可能的成核事件(y,s)的集合,其中x将被

结晶相Θ(t)占据.为了更好地理解因果锥的定义,
下面针对空间二维情形给出具体的晶核生长速率的

因果锥图.
若(y,s)∈E(x,t),则 y－x ＝|η(s)－η(t)|≤

∫
t

s
η′(τ)dτ≤∫

t

s
ρ(η(τ),τ)dτ.考虑常数生长率ρ(x,t)

＝ρ０,则E(x,t)＝ {(y,s)∈R２×[０,t]|y－x|≤

ρ０ t－s( )},显然,它是一个线性锥.若生长率是空间

齐次的,即ρ(x,t)＝ρ(t),E(x,t)＝ {(y,s)∈R２×

[０,t] y－x ≤∫
t

s
ρ(τ)dτ},易见,因果锥的半径随

时间变化.对于特殊选择(ρ０ ＝１,ρ(t)＝２t,ρ(t)＝
１/(１＋t))的因果锥,如图２所示.
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图２　 空间二维上不同生长速率的因果锥E(２,２,２)

　　 在(x,t)∈Ω×R＋ 中,单位体积和单位时间内

晶核产生的平均数记为结晶度函数,即

ξ(x,t)＝P(x∈Θ(t)),　x∈Ω,t∈R＋ (９)
那么,通过式(４)可以得到成核过程N的强度测度,

Λ(dt×dx)＝E(N(dt×dx))

＝α(x,t)(１－ξ(x,t))dxdt １０)
从而,当x∈Ω时,单位体积内生成的晶核的平均数为

NE(x,t)＝∫
t

０
α(x,τ)１－ξ(x,τ)( )dτ (１１)

由泊松分布,可以得到

ξ(x,t)＝１－e－γ０(E(x,t)) (１２)
其中:γ０(E(x,t))是相对于泊松分布过程的强度测

度的因果锥的体积,即

γ０(E(x,t))＝∫
E(x,t)

α(y,s)d(y,s) (１３)

因此,ξ(x,t)依赖于成核率α(x,t)和生长速率ρ(x,t).

１．２　 宏观尺度上的热扩散模型

通常情况下,成核过程释放的潜热会导致温度

T(x,t)的变化,因此ξ(x,t)关于时间的导数将作为

热扩散方程的源项:

cTt x,t( )＝div κ
D ∇T x,t( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋q０ξt x,t( ),

x∈Ω ⊂R３,t∈R＋ (１４)
其中:c是热容,κ是热传导率,D 是密度,q０ 是潜热

系数.温度T(x,t)满足Robin边界条件

k０T x,t( )＋∂T x,t( )

∂n ＝gx,t( ),

(x,t)∈∂Ω×R＋ (１５)

其中:k０ ＝e０

κ
,g(x,t)＝k０T１(x,t),e０ 是传热系数,

T１(x,t)为外界温度.这种边界条件刻画了边界上

有热交换的情况.此外,初始条件为

T x,０( )＝T０ x( ),　x∈Ω (１６)

１．３　 稀浓度下生成Fe(OH)３ 晶核的介尺度模型

由１．１和１．２可知,成核 － 晶核生长与热扩散

过程耦合的偏微分方程模型为

cTt x,t( )＝div κ
D ∇T x,t( )

æ

è
ç

ö

ø
÷＋q０ξt x,t( ),　　x∈Ω ⊂R３,t∈R＋

k０T x,t( )＋∂T x,t( )

∂n ＝k０T１ x,t( ), x,t( )∈∂Ω×R＋

T x,０( )＝T０ x( ), x∈Ω

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１７)

其中ξ(x,t)＝１－e
－∫
ε(x,t)

α(y,s)dyds
.

２　 耦合模型的数值算法

本节对方程(１７)进行数值仿真.通过给定的成

核率α(x,t)和生长率ρ(x,t),得到空间三维区域内

的温度分布T(x,t).时间和空间上的区间分别是

０,S[ ]和Ω＝[０,l]３,方程(１７)中的参数c,κ,D,q０,

k０ 都是常数.
对时间区间和空间区域进行等距分割,即(xi

１,

xj
２,xk

３)＝ (ih,jh,kh),(i,j,k＝０,１,２,􀆺,M),空

间步长h＞０;tn ＝nΔt,(n＝０,１,２,􀆺,N),时间步

长Δt＞０.对于源项ξt(x,t)的离散处理,可以直接

离散(需要先计算出ξ(x,t),再关于t求导),或者先

对ξ(x,t)进行离散,即

ξi,j,k
n ＝ξ(xi

１,xj
２,xk

３,tn)＝１－e
－∫E(xi１,xj２,xk３,tn)α(y,s)dyds

(１８)

令ui,j,k
n ＝∫E(xi１,xj２,xk３,tn)

α(y,s)dyds,计算出ui,j,k
n .因

此,在节点(xi
１,xj

２,xk
３,tn)上,用ξi,j,k

n ＝ξ(xi
１,xj

２,xk
３,

tn)在t方向的向前差商代替ξt(xi
１,xj

２,xk
３,tn).
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　　 当i,j,k＝１,２,􀆺,M－１时,定义差分算子

δ２
x１T

i,j,k
n ＝Ti＋１,j,k

n －２Ti,j,k
n ＋Ti－１,j,k

n

δ２
x２T

i,j,k
n ＝Ti,j＋１,k

n －２Ti,j,k
n ＋Ti,j－１,k

n

δ２
x３T

i,j,k
n ＝Ti,j,k＋１

n －２Ti,j,k
n ＋Ti,j,k＋１

n

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１９)

对方程(１７)采用有限差分法进行离散得

Ti,j,k
n＋１ ＝Ti,j,k

n ＋a(δ２
x１ ＋δ２

x２ ＋δ２
x３

)Ti,j,k
n ＋

h０

c
(ξi,j,k

n＋１ －ξi,j,k
n ) (２０)

其中:１≤i,j,k≤M－１;０≤n≤N－１;a＝ κ
cDr

;

网格比r＝ Δt
h２.当且仅当a≤ １

６
时,式(２０)无条件

稳定.方程(１７)的初始条件和边界条件的处理如下

Ti,j,k
０ ＝T０,　(i,j,k＝０,１,２,􀆺,M) (２１)

T０,j,k
n＋１ ＝T２,j,k

n＋１ ＋２hk０T１,j,k
n＋１ －２hk０T１,j,k

１,n＋１

TM＋１,j,k
n＋１ ＝TM－１,j,k

n＋１ －２hk０TM,j,k
n＋１ ＋２hk０TM,j,k

１,n＋１

Ti,０,k
n＋１ ＝Ti,２,k

n＋１ ＋２hk０Ti,１,k
n＋１ －２hk０Ti,１,k

１,n＋１

Ti,M＋１,k
n＋１ ＝Ti,M－１,k

n＋１ －２hk０Ti,M,k
n＋１ ＋２hk０Ti,M,k

１,n＋１

Ti,j,０
n＋１ ＝Ti,j,２

n＋１ ＋２hk０Ti,j,１
n＋１ －２hk０Ti,j,１

１,n＋１

Ti,j,M＋１
n＋１ ＝Ti,j,M－１

n＋１ －２hk０Ti,j,M
n＋１ ＋２hk０Ti,j,M

１,n＋１

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

,　(n＝０,１,２,􀆺,N－１) (２２)

利用式(２０)—(２２),可求得方程(１７)的数值解.

３　 数值算例与结果分析

设S＝１０,l＝１.假定成核率α只依赖于空间变

量x,生长率ρ只依赖于时间变量t,给定αx( )＝１＋

x１＋x２＋x３,ρ(t)＝ １
t＋１

.这里的成核率α和生长率

ρ是在多次化学实验后根据经验进行选取;对于不

同的α和ρ的选取,数值结果也将不同.初始条件T０

＝９５℃,并假设边界是绝热的,即k０ ＝０.应用式

(１９)—(２１),并借助 Matlab软件,数值结果见图３
和图４.

图３　t＝２s时,不同截面的温度分布曲面

图４　 不同位置点或不同时刻的温度分布曲线

　　 由图３和图４可以看到,大概在２s时,温度不

再发生变化,此时温度约为９６℃,并且底层(x３ ＝０
时)的温度高于顶层(x３ ＝１时)的温度.

通过上述介尺度模型(１７)和反问题研究结果可

以得到成核率α与晶核生长速率ρ,通过式(２０)—(２２)
获得的数值模拟结果与化学实验结果对比,验证了模

型(１７)的合理性和数值算法(２０)—(２２)的有效性.

４　结　语

本文对铁系催化剂制备的稀浓度实验中 Fe
(OH)３ 晶核生成和长大的介尺度过程进行数学建

模,建立了空间三维上的耦合抛物型方程模型,并借
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助数值算法和 Matlab软件进行数值仿真.该数学模

型及其数值算法研究,为稀浓度下Fe(OH)３ 的结晶

过程提供了理论依据.
本文只给出了正问题的模型与计算,后续将研究

相应反问题,如成核率决定反问题、生长率决定反问

题或者两者同时决定反问题等.
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MesoscalemodelingandcomputationforironＧbased
catalystpreparationprocessindiluteconcentration

LIFeixiang,XUDinghua
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Thecrystallizationprocessmodelingdeterminedbythenucleationrateandgrowthrateisa
key mathematicalproblem inthepreparation ofironＧbasedcatalysts．A coupled mesoscalethermal
diffusion modelincatalystpreparationprocesswasestablishedbasedonthestochasticprocessonthe
microscaleandthethermaldiffusionlawonthemacroscale．InthespatialthreeＧdimension,causalconeand
thefinitedifferencemethodwereusedtosolvethemodel．Numericalexamplesweregivenandcompared
withthechemicallyexperimentalresults．Theresultsverifythereasonabilityofthe modelandthe
effectivenessofthealgorithm．

Keywords:coupledparabolicequation;mesoscaleprocess;finitedifferencemethod;nucleationrate;
nucleusgrowthspeed
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