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含有２的幂次的Euler和的研究

陈　瑶,王伟平
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:利用生成函数及特殊函数的积分,建立含有２n 的Euler和与交错Euler和的关系,并系统地得到一些含有

２n 的Euler和的值.结果表明:权２,３的含有２n 的 Euler和可以用zeta值表示;权４的含有２n 的 Euler和可以用

Li４
１
２( ) 、ln(２)及zeta值表示;权５的两个含有２n 的 Euler和S４,１

１
２( ) 、S１２２,１

１
２( ) 可以分别用 Li５

１
２( ) 、Li４

１
２( ) 、

ln(２)及zeta值表示.
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０　引　言

广义调和数的定义为

H(p)
０ ＝０,　H(p)

n ＝ ∑
n

j＝１

１
jp

,　n,p＝１,２,．

当p＝１时为经典的调和数,用 Hn 表示.

设p１,p２,,pm 为正整数,且p１ ≤p２ ≤  ≤
pm,x∈ [－１,１),记

Sp１p２pm,q(x)＝ ∑
∞

n＝１

H(p１)
n H(p２)

n H(pm)
n

nq xn,

称p１＋＋pm ＋q为Sp１p２pm,q(x)的权.为方便起

见,类似整数分拆的记法,将重复的数字用幂的形式

来表示,例如,

S１２２３４,p(x)＝S１１２２２４,p(x)＝ ∑
∞

n＝１

H２
n(H(２)

n )３H(４)
n

np xn．

在Sp１p２pm,q(x)中令x＝１,就得到经典的Euler和

Sp１p２pm,q.Berndt[１] 指 出,Euler和 的 研 究 起 源 于

１７４２年,在与Goldbach的通信中,Euler首先考虑了

线性和

Sp,q ＝ ∑
∞

n＝１

H(p)
n

nq
,　p≥１,　q≥２,

并得出很多结果.例如,Euler指出当q≥２时,S１,q

可以用zeta值表示:

S１,q ＝ １＋q
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ζ(q＋１)－１

２∑
q－２

k＝１
ζ(k＋１)ζ(q－k),

其中zeta值就是Riemannzeta函数ζ(s)＝∑
∞

j＝１

１
js 在

正整数处的值.Euler还指出当p＝q,p＋q为奇数,
(p,q)＝ (２,４)或(４,２)时,线性和Sp,q 可以用zeta
值表示.之后,Euler和的研究受到很多著名数学家

的关注.例如,Baliey等[２]利用PSLQ算法进行数值

计算,得到很多Euler和的表达式.Borwein等[３]研

究了二次Euler和S１２,q 与S２,q 的关系.Flajolet等[４]

利用Contour积分与留数计算得到了几类Euler和

的表达式.近年来,Euler和的研究又取得了很大的

进展.Xu等[５]基于对Tornheim型级数的计算提出

了一种计算非线性Euler和的方法,进而得到一些

二次与三次 Euler和的表达式.Xu[６] 通过多重积

分,建立了非线性Euler和与多重zeta值的关系,得
到了很多Euler和.Wang等[７]利用Bell多项式、生
成函数以 及 特 殊 函 数 的 积 分,建 立 了 许 多 混 合

Euler和与Stirling和,并提出了计算未知 Euler和



的算法.
在Sp１p２pm,q(x)中令x＝－１,得到交错Euler和;

令x＝ １
２

,得到含有２n 的Euler和.关于这两种形式的

Euler和的研究工作也有很多.Doelder[８]通过多对数函

数及对数函数的积分,研究了∑
∞

k＝１

xk

kq ψ(k)－ψ(１)( )p,

其中:p＝１,２;q＝１,２,３;ψ(x)为digamma函数,

ψ(x)＝ dlnΓ(x)
dx ＝ Γ′(x)

Γ(x),ψ(k)－ψ(１)＝ Hk－１．

Doelder在上述无穷级数中令x＝－１及x＝１
２

得到

几个交错的Euler和与含有２n 的Euler和.Choi等[９]

利用Kummer求和公式得到６个含有２n 的Euler和,

例如,S１,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S１２,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷与S２,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.Xu等[１０Ｇ１１]利

用特 殊 函 数 积 分、Stirling 数、Bell 多 项 式 以 及

Dirichlet级数得出了很多交错Euler和及一些其他

形式的级数.
本文主要研究含有２n 的 Euler和,并通过生成

函数及特殊函数积分系统地计算出一些低阶的含有

２n 的Euler和的值.

１　 一些引理

引理１　 当k≥１时,第一类无符号Stirling数

满足如下生成函数:

∑
∞

n＝１

n
k
é

ë
êê

ù

û
úú
tn

n! ＝
(－１)k
k! lnk(１－t) (１)

∑
∞

n＝１

n
k
é

ë
êê

ù

û
úú

tn

nn! ＝ ∑
k＋１

j＝１

(－１)k－j
(k－j＋１)!ln

k－j＋１(１－t)

Lij (１－t)＋ζ(k＋１) (２)

其中Lip(x)＝ ∑
∞

n＝１

xn

np 为多对数函数.

引理１中(１)即为第一类无符号Stirling数的指

数型生成函数.Wang等[７]在(１)的基础上通过积分

进一 步 得 到 生 成 函 数 (２).利 用 第 一 类 无 符 号

Stirling数与Bell多项式的关系[７]:

　
n＋１
k＋１
é

ë
êê

ù

û
úú＝ (－１)kn!

k!Yk(－０!H(１)
n ,－１!H(２)

n ,,

－(k－１)!H(k)
n ),

可以将(１)和(２)改写为

∑
∞

n＝１

(－１)k－１∑
k－１

i＝０

Yk－i－１(n)
(k－i－１)!ni＋１tn ＝

(－１)k
k! lnk(１－t)

(３)

∑
∞

n＝１

(－１)k－１∑
k－１

i＝０

Yk－i－１(n)
(k－i－１)!ni＋２tn ＝

∑
k＋１

j＝１

(－１)k－j
(k－j＋１)!ln

k－j＋１(１－t)Lij(１－t)＋ζ(k＋１)

(４)
其中Yk(n)＝Yk(－０!H(１)

n ,－１!H(２)
n ,,－(k－１)!

H(k)
n ),Yk(x１,x２,,xk)为指数型完全Bell多项式

exp ∑
∞

m＝１
xm

tm

m!
æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ∑

∞

k＝０
Yk(x１,x２,,xk)t

k

k!．

当t＝ １
２

时,由(３)和(４)可以得到

∑
∞

n＝１

(－１)k－１∑
k－１

i＝０

Yk－i－１(n)
(k－i－１)!ni＋１２n ＝lnk(２)

k!

(５)

∑
∞

n＝１

(－１)k－１∑
k－１

i＝０

Yk－i－１(n)
(k－i－１)!ni＋２２n ＝

　　　　∑
k＋１

j＝１

－lnk－j＋１(２)
(k－j＋１)!Lij

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋ζ(k＋１) (６)

由(５)和(６)可以进一步得到含有２n 的Euler和的关

系式.
此外,Wang等[７]利用序列(Hn)及(H(r)

n )的生

成函数得到 H２
n

n２
æ

è
ç

ö

ø
÷及 H(r)

n

n
æ

è
ç

ö

ø
÷的生成函数.

引理２　 序列 H２
n

n２
æ

è
ç

ö

ø
÷以及序列 H(r)

n

n
æ

è
ç

ö

ø
÷ 满足如下

生成函数:

∑
∞

n＝１

H２
n

n２tn ＝Li４(t)＋１
２Li２

２(t)－１
３ln３(１－t)ln(t)－

ln２(１－t)Li２(１－t)＋２ln(１－t)Li３(１－t)－
２Li４(１－t)＋２ζ(４) (７)

∑
∞

n＝１

H(r)
n

ntn ＝ (r＋１)Lir＋１ t( )－Lir(t)ln(１－t)－

∑
∞

n＝１

Hn

nrtn －∑
r－１

j＝１
∑

∞

n＝１

H(j)
n

nr－j＋１tn (８)

在(８)中令t＝ １
２

,可得

　Sr,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ (r＋１)Lir＋１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋Lir １

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ln(２)－

S１,r
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－∑

r－１

j＝１
Sj,r－j＋１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

再令r取特殊值也可得到含有２n 的Euler和的关系

式.
最后,Choi等[９]利用Kummer求和公式得到两

个含有２n 的无穷级数的表达式.
引理３　 设k≥０为整数,则

∑
∞

n＝１

pk

n２n ＝ (－１)k２k－１
２k ζ(k＋１) (１０)

０２６ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１８年　第３９卷



∑
∞

n＝１

pk

n２２n ＝ (－１)k＋１２k－１
２k ζ(k＋１)ln(２)＋

(－１)k
２

(k＋１)ζ(k＋２)＋

(－１)k＋１

２k＋１ ∑
k－１

i＝１

(２i－１)(２k－i－１)ζ(i＋１)ζ(k－i＋１)

(１１)
其中pk 满足以下递推关系:

p０ ＝１,　p１ ＝－Hn,

(k＋１)pk＋１ ＝ ∑
k

i＝０

(－１)i＋１H(i＋１)
n pk－i．

２　 权２,３,４的含有２n 的Euler和的计算

利用上述引理可以系统地得到权２,３,４的含有

２n 的Euler和的值.
定理１　 权为２,３的４个含有２n 的Euler和可

以用zeta值表示.
证明 　 权为２,３的４个含有２n 的Euler和为

S１,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S１２,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S１,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 与 S２,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.在 (５)

中,令k＝２得S１,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－Li２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ １

２ln２(２),即

S１,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ １

２ζ
(２).在(５)中令k＝３,在(６)和(１０)

中令k＝２,可以得到

１
２S１２,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－１

２S２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－S１,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

Li３
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ １

６ln３(２),

S１,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－Li３

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－１

２ln３(２)－ln(２)Li２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－

Li３
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋ζ(３),

１
２S１２,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋１

２S２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ３

４ζ
(３)．

解以上三个线性方程构成的方程组可以得到权

３的所有Euler和:

S１２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ７

８ζ
(３),S１,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ζ(３)－１

２ζ
(２)ln(２),

S２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ ５

８ζ
(３)．

定理２　 权４的６个含有２n 的Euler和可以用

Li４
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、ln(２)及zeta值表示.

证明　 权４的６个含有２n 的Euler和为S１３,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、

S１２,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S１,３

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S１２,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S２,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷与S３,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.

在(５)中令k＝４,可以得到

１
３S３,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

２S１２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ １

６S１３,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

１
２S２,２

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－１

２S１２,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋S１,３

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－

Li４
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ １

２４ln
４(２)．

类似地,在(６)和(１０)中令k＝３,在(１１)中令k＝２
可以得到另外３个方程.

除此之外,在(７)中令t＝ １
２

,在(９)中令r＝３,

可以得到

S１２,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ∑

∞

n＝１

H２
n

n２２n ＝－Li４
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋３７

１６ζ
(４)－

７
４ζ

(３)ln(２)＋１
４ζ

(２)ln２(２)－ １
２４ln

４(２),

S３,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝４Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋Li３

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ln(２)－２S１,３

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－

S２,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷．

解以上线性方程组可以得到权４的所有Euler和:

S１３,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－５Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋２５

４ζ(４)－３５
８ζ(３)ln(２)＋

５
４ζ

(２)ln２(２)－ ５
２４ln

４(２),

S１２,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋３７

１６ζ
(４)－７

４ζ
(３)ln(２)＋

１
４ζ

(２)ln２(２)－ １
２４ln

４(２),

S１,３
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋１

８ζ
(４)－１

８ζ
(３)ln(２)＋

１
２４ln

４(２),

S１２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－１

８ζ
(４)＋７

８ζ
(３)ln(２)－

１
４ζ

(２)ln２(２)＋ １
２４ln

４(２),

S２,２
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋ １

１６ζ
(４)＋ １

４ζ
(３)ln(２)－

１
４ζ

(２)ln２(２)＋ １
２４ln

４(２),

S３,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－ ５

１６ζ
(４)＋７

８ζ
(３)ln(２)－

１
４ζ

(２)ln２(２)＋ １
２４ln

４(２)．

３　 含有２n 的Euler和与交错Euler和的关系

Xu[１２] 通过以下积分定义了序列(Yk(n)):
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Yk(n)＝ (－１)kn∫
１

０
(－１)n－１lnk(１－x)dx．

该序列满足如下递推公式:

Y０(n)＝１,

Yk(n)＝ ∑
k－１

j＝０

k－１
j

æ

è
ç

ö

ø
÷(k－j－１)!H(k－j)

n Yj(n)．

利用序列(Yk(n))可以建立含有２n 的Euler和与交

错Euler和的关系.
定理３　 对于正整数k,有

∑
∞

n＝１

H(m＋１)
n

n２n ＝ １
m!∑

∞

n＝１

Ym(n)
n２ (－１)n－１．

证明 　 考虑积分I m( )＝∫
１

０

ln１－x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷lnmx

１－x dx.

一方面,将ln１－x
２

æ

è
ç

ö

ø
÷展开并计算所得积分有

I m( )＝－∑
∞

n＝１

１
n２n∫

１

０

xnlnmx
１－xdx

＝ (－１)m＋１m!ζ(m＋１)ln(２)＋

(－１)mm!∑
∞

n＝１

H(m＋１)
n

n２n (１２)

另一方面,直接做变量替换x→１－t可得

I m( )＝∫
１

０

ln１＋t
２

æ

è
ç

ö

ø
÷lnm(１－t)

t dt

＝ (－１)m∑
∞

n＝１

Ym n( )

n２ (－１)n－１＋

ln(２)(－１)m＋１m!ζ m＋１( ) (１３)
结合(１２)和(１３)可以得到结果.

推论１　 含有２n 的Euler和S４,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、S１２２,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

可以由Li５
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷、ln(２)及zeta值表示:

S４,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ １

６∑
∞

n＝１

H３
n ＋３HnH(２)

n ＋２H(３)
n

n２ (－１)n－１

＝－Li５
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷－Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ln(２)＋２７

３２ζ
(５)＋

７
１６ζ

(２)ζ(３)－ ７
１６ζ

(３)ln２(２)＋

１
６ζ

(２)ln３(２)－ １
３０ln

５(２),

S１２２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝３Li５

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋３Li４

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ln(２)－３１

３２ζ
(５)－

７
１６ζ

(２)ζ(３)＋２１
１６ζ

(３)ln２(２)－

１
１２ζ

(２)ln３(２)＋ １
１０ln

５(２)．

证明 　 在定理３中令k＝３,再结合[１０]中交

错Euler和的值即可得到S４,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.再令(５)中的k

＝５,令(６),(１０)中的k＝４,可以得到

　S１２２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋S４,１

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－１

８ζ
(５)＋ １

１５ln
５(２)－

１
３ζ

(２)ln３(２)＋７
８ζ

(３)ln２(２)＋

２Li４
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ln(２)＋２Li５

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

进而可以解出S１２２,１
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷.

４　 结 　 论

本文利用生成函数的方法得到权２,３,４的所有

含有２n 的Euler和,并利用特殊函数积分的方法建

立含有２n 的Euler和与交错Euler和的关系,由此计

算出两个权５的含有２n 的Euler和.笔者将在后续的

研究中利用生成函数、特殊函数积分,建立更多的含

有２n 的Euler和与交错Euler和的关系,得到足够多

的方程,由此求解出所有权５、６的含有２n 的Euler和.
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Abstract:Inthispaper,generatingfunctionsandintegralsofspecialfunctionsareusedtoestablisha
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