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一类退化非线性微分方程的正规形计算

张　晶,黄土森
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:对于退化非线性微分方程,给出了其主微分方程的保守Ｇ耗散分解,并证明了这种分解的几个性质.利

用这些性质,把求定义在齐次向量场空间上的同调算子值域补空间,转化为求定义在齐次多项式空间上李导数算子

值域补空间.在主微分方程是哈密尔顿的并且哈密尔顿函数在复多项式环 C[x,y]上的因式仅为单因式的假设下,

为求得系统的正规形,只需求有限个定义在齐次多项式空间上的李导数算子值域补空间,并给出递推公式.用该方

法可求出一类具有广义 Hopf奇点的正规形,并利用李三角形方法给出正规形与原微分方程系数之间的关系.
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０　引　言

在非线性微分方程(或向量场)孤立奇点的局部

定性分析中,正规形方法是一个重要的分析工具.
它的基本思想是寻找合适的近恒等变量变换,把所

给的非线性微分方程在形式上尽可能的简化(即尽

可能多地消去方程中的参数),以便最大程度地简化

在其奇点邻域中的局部动力学分析[１].该方法已经

广泛应用于一些应用学科[２Ｇ６].
在正规形理论中,首要的问题是如何计算给定

的非线性微分方程的正规形.众所周知,给定一个

非线性微分系统,要计算它的正规形十分困难,并且

由于正规形一般是不唯一的,这导致计算正规形更

加复杂[１].目前已找到一些计算线性化矩阵不是零

矩阵的非线性微分方程正规形(非退化微分方程)的
有效方法[３,７Ｇ１１].直到本世纪初,由于受到应用学科

中提出的非线性微分方程模型驱动,国内外数学工

作者开始研究计算线性化矩阵为零矩阵的非线性微

分方程(退化微分方程)正规形的方法,如:Algaba
等[１２]利用李括号方法建立了拟齐次共轭等价与轨

道等价正规形理论的一般框架;Algaba等[１３]利用

李三角形方法给出了拟齐次共轭等价与轨道等价正

规形的算法.如同经典正规形理论,用这种方法计

算正规形,困难在于需要确定无穷多个定义在拟齐

次向量场空间上同调算子值域的补空间,目前仅能

计 算 一 些 特 殊 形 式 的 退 化 微 分 方 程 的 正 规 形.

Algaba等[１４Ｇ１７]利用这种方法计算了几类特殊平面

退化微分方程正规形,并用来解决它们的解析可积

性、中心与细焦点的判别以及逆积分因子存在性等

问题.李梦晓等[１８Ｇ１９]利用 Carleman线性化方法计

算了几类广义鞍结微分方程的正规形.
本文首先把非线性微分方程按齐次方式展开,

给出主微分方程进行保守Ｇ耗散分解,并给出这种分

解的几个性质.然后利用这些性质,把求定义在齐

次向量场空间上同调算子值域的补空间化为求定义

在齐次多项式空间上李导数算子值域的补空间.一

般而言,确定这样的无穷多个补空间是困难的.本

文在主微分方程是哈密尔顿系统并且哈密尔顿函数

在复多项式环C[x,y]上的分解式都是单因式的假

设下,给出确定补空间的递推公式,从而只需计算有

限多个这样的补空间.最后把这些结论应用到一类

广义 Hopf奇点情形,并利用 Algaba等[１３]中的李三



角形方法确定正规形系数与原微分方程系数之间的

关系,为这类非线性微分方程的进一步定性分析提

供基础.

１　二维微分方程的正规形

考虑微分方程

dx
dt＝ẋ＝F(x)＝Fr(x)＋Fr＋１(x)＋􀆺

＝ ∑
∞

j＝０
Fr＋j(x) (１)

或相应的向量场F(x),其中x ＝ x,y( )T ∈ R２,

Fr(x)≠０,r∈N,Fr＋j ∈ r＋j,j∈N０．在本文中,N０

表示包含数零的自然数集合,N表示正整数集合,C
表示复数集合, j 表示由j次齐次多项式构成的向

量空间, j 表示由j次齐次多项式向量场构成的向

量空间.假设原点O(０,０)是(１)的孤立奇点.方程

(１)的主微分方程为

ẋ＝Fr(x) (２)
在正规形的经典理论中,对于一个线性部分的

系数矩阵A＝DF(０)为非零矩阵的微分方程(即对

应于(１)中r＝１的情形),求其正规形的通常做法

是:首先假设已经求得阶数小于或等于k－１的正规

形,然后去求k阶的正规形[１].类似地,对于r＞１的

一般情形,假设已经求得阶数小于或等于r＋k－２
的正规形,为求方程(１)的r＋k－１阶正规形,令近

恒等变量变换

x＝y＋Pk(y) (３)
其中y＝ x１,y１( )T ∈R２,Pk ∈ k,k≥１,则(１)变成

　dy
dt＝ẏ＝G(y)

＝ I＋DPk y( )[ ]－１∑
∞

j＝０
Fr＋j y＋Pk y( )( ) (４)

可以证明(４)与(１)的前r＋k－２次多项式向量场是

相同的,记为 r＋k－２ G( ) ＝ r＋k－２ F( ),但Gr＋k－１ ＝
Fr＋k－１－ Pk,Fr[ ],其中 Pk,Fr[ ]＝DPk􀅰Fr－DFr􀅰
Pk 是向量场Pk 与Fr 的李括号,容易证明 Pk,Fr[ ]∈

r＋k－１.引进仅依赖于Fr 的同调线性算子:

　　　Lr＋k－１: k → r＋k－１

　　　　　　　　Pk Lk Pk( )＝ Pk,Fr[ ],
则Gr＋k－１ ＝Fr＋k－１ －Lr＋k－１ Pk( ).记Lr＋k－１ 值域为

RangeLr＋k－１( ),并取RangeLr＋k－１( )在 r＋k－１ 的一个

补空间为CorLr＋k－１( ),于是有分解式Fr＋k－１ ＝Fr
r＋k－１

＋Fc
r＋k－１,其 中 Fr

r＋k－１ ∈ RangeLr＋k－１( ),Fc
r＋k－１ ∈

CorLr＋k－１( ).虽然当取定CorLr＋k－１( )后此分解式是

唯一的,但由于 RangeLr＋k－１( ) 在 r＋k－１ 的一个补空

间的取法一般不唯一,所以此分解式依赖于补空间

CorLr＋k－１( )的取法.类似于经典正规形理论的思

想,对每个k≥２,为求得方程(１)的r＋k－１阶共轭

等价正规形,只需选取合适的Pk 使得Lr＋k－１ Pk( )＝
Fr

r＋k－１,从而Gr＋k－１ ＝Fc
r＋k－１,并且称方程(４)为方程

(１)的r＋k－１阶共轭等价正规形.从k＝２开始做

变量变换(３)求得方程(１)的r＋k－１阶共轭等价正

规形,然后把变量y换回到原变量x,继续这个步骤

就得到共轭等价正规形定理:
定理１　 微分方程(１)共轭等价于

ẏ＝G(y)＝ ∑
∞

j＝０
Gr＋j y( )(５)

其中Gr ＝Fr,且Gr＋j ∈CorLr＋j( ),j≥１.
注意到在求得共轭等价正规形定理１过程中,

还可以先做时间变换以便求得改进型的拓扑等价

(也称轨道等价)正规形定理:对k≥２,先令dt
dT ＝

１＋μk－１(x),其中μk－１ ∈ k－１,则方程(１)变成

dx
dT ＝ẋ＝Fr(x)＋Fr＋１(x)＋􀆺＋Fr＋k－２(x)＋

Fr＋k－１(x)＋μk－１(x)Fr(x)[ ]＋􀆺 (６)
接下来令近恒等变量变换(３),则方程(１)变成

　 dy
dT ＝ẏ＝G(y)

＝ １＋μk－１ y＋Pk y( )( )[ ]􀅰

I＋DPk y( )[ ]－１∑
∞

j＝０
Fr＋k－１ y＋Pk y( )( ) (７)

可以证明方程(７)与方程(６)的前r＋k－２次多项式

向量场是相同的,记为 r＋k－２ G( ) ＝ r＋k－２ F( ),但

Gr＋k－１ ＝Fr＋k－１＋μk－１Fr－Lr＋k－１ Pk( ).引进仅依赖于

Fr 的同调线性算子:
r＋k－１: k× k－１→ r＋k－１

　Pk,μk－１( ) r＋k－１ Pk,μk－１( )＝[Pk,Fr]－μk－１Fr,
则Gr＋k－１ ＝Fr＋k－１－ r＋k－１ Pk,μk－１( ).记 r＋k－１ 值域

为Range r＋k－１( ),并取 Range r＋k－１( ) 在 r＋k－１ 的

一个补空间为 Cor r＋k－１( ),于是Fr＋k－１ ＝F̂r
r＋k－１ ＋

F̂c
r＋k－１, 其 中 F̂r

r＋k－１ ∈ Range r＋k－１( ) ,̂Fc
r＋k－１ ∈

Cor r＋k－１( ).对每个k≥２,为求得(１)的r＋k－１阶

轨 道 等 价 正 规 形, 只 需 选 取 Pk,μk－１( ) 使 得

r＋k－１ Pk,μk－１( )＝F̂r
r＋k－１,从而Gr＋k－１ ＝F̂c

r＋k－１,并且

称方程(７)为方程(１)的r＋k－１阶轨道等价正规

形.从k＝２开始继续这个步骤,得到下面的轨道等

价正规形定理:
定理２　 微分方程(１)轨道等价于
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ẏ＝G(y)＝ ∑
∞

j＝０
Gr＋j y( ) (８)

其中Gr ＝Fr,且Gr＋j ∈Cor r＋j( ),j≥１．
为了简化这类正规形的计算,区分变量变换与

时间变换对正规形的作用是重要的.为此引进下面

的李导数算子:

ℓk－１:k－r → k－１

　μk－r ℓk－１ μk－r( )＝ ▽μk－r􀅰Fr,
其中 ▽μk－r 表示μk－r 的梯度.取Rangeℓk－１( )在 k－１

的一个补空间为Corℓk－１( )(当然这样的补空间的取

法也是不唯一的),则可以证明下面命题成立:
引理１[１２]　Range r＋k－１( ) ＝ RangeLr＋k－１( )＋

Corℓk－１( )Fr,但这个和一般不是直和.
由引理１可知,在做时间变换的约化过程中,只

需在Corℓk－１( )选μk－１(x)就可以了.因此可以修改

上面的同调算子 r＋k－１ 如下:
r＋k－１: k×Corℓk－１( )→ r＋k－１

　　　Pk,νk－１( ) r＋k－１ Pk,νk－１( )＝ [Pk,Fr]－
νk－１Fr,

其中νk－１ ∈Corℓk－１( ).
通过上面的分析,为了从理论上计算方程(１)

的轨道等价正规形(８),只需对每个j≥１,求 r＋j 的

线 性 子 空 间 Cor r＋j( ) 的 一 组 基, 并 且 虽 然

Cor r＋j( )的取法不唯一,但它只依赖于(１)的主向

量场Fr.然而对于给定的Fr,要给出Cor r＋j( )的一

组基的规律性仍然是困难的.
为了给出 Cor r＋j( ) 的一组有规律性的基,先

把任一齐次向量场Fk,k≥r进行如下的耗散Ｇ守恒

分解:
引理２[１２]　 若Fk ＝ Fk

１(x,y),Fk
２(x,y)( )T ∈

k,则成立

Fk ＝Xhk＋１ ＋μk－１D０ (９)

其中μk－１ ＝ １
k＋１divFk( )∈ k－１,hk＋１ ＝ １

k＋１D０ ∧Fk

＝ １
k＋１xFk

２－yFk
１[ ] ∈ k＋１,D０ ＝ x,y( )T,且

Xhk＋１ ＝ －∂hk＋１

∂y
,∂hk＋１

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷

T

是以hk＋１ 为哈密尔顿函数

的哈密尔顿向量场.
记 k＝ μk－１D０ μk－１ ∈ k－１{ },Ck ＝{Xgk＋１ gk＋１

∈ k＋１},则可以证明 k 与Ck 分别是 k 的线性子空

间,并且 k ＝Ck ⊕ k.
其次,对(１)的主向量场Fr 做如下的重要假设:

假设 Fr 是 守 恒 的,即 Fr ＝ Xhr＋１
,其 中 hr＋１ ＝

１
k＋１xFr

２－yFr
１[ ]∈ r＋１.关于这种分解有下面重

要的性质:
引理３　 令μk－１ ∈ k－１,gk＋１ ∈ k＋１,则
a)[Xhr＋１

,Xgk＋１
]＝Xfr＋k ∈Cr＋k－１,其中fr＋k ＝

－▽gk＋１􀅰Xhr＋１ ＝ ▽hr＋１􀅰Xgk＋１
.

b)μk－１Xhr＋１ ＝X􀭹fr＋k ＋􀭹μr＋k－２D０ ∈Cr＋k－１ ⊕ r＋k－１,

其中 􀭾fr＋k ＝r＋１
r＋kμk－１hr＋１,􀭹μr＋k－２ ＝ １

r＋k▽μk－１ 􀅰

Xhr＋１．
c)[Xhr＋１

,μk－１D０]＝Xr２－１
r＋kμk－１hr＋１ ＋

(－k＋１
r＋kℓr＋k－２ μk－１( )D０ ) ∈Cr＋k－１ ⊕ r＋k－１．

证明:

a)[Xhr＋１
,Xgk＋１

]＝DXhr＋１
􀅰Xgk＋１ －DXgk＋１

􀅰Xhr＋１

　 ＝
－∂２hr＋１

∂y∂x －∂２hr＋１

∂y２

∂２hr＋１

∂x２
∂２hr＋１

∂x∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－∂gk＋１

∂y
∂gk＋１

∂x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－

－∂２gk＋１

∂y∂x －∂２gk＋１

∂y２

∂２gk＋１

∂x２
∂２gk＋１

∂x∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

－∂hr＋１

∂y
∂hr＋１

∂x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝

∂２hr＋１

∂y∂x
∂gk＋１

∂y －∂２hr＋１

∂y２
∂gk＋１

∂x －∂２gk＋１

∂y∂x
∂hr＋１

∂y ＋∂２gk＋１

∂y２
∂hr＋１

∂x

－∂２hr＋１

∂x２
∂gk＋１

∂y ＋∂２hr＋１

∂x∂y
∂gk＋１

∂x ＋∂２gk＋１

∂x２
∂hr＋１

∂y －∂２gk＋１

∂x∂y
∂hr＋１

∂x

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＝
－ ∂

∂y －∂hr＋１

∂x
∂gk＋１

∂y ＋∂hr＋１

∂y
∂gk＋１

∂x( )
∂
∂x －∂hr＋１

∂x
∂gk＋１

∂y ＋∂hr＋１

∂y
∂gk＋１

∂x( )

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝Xfr＋k

,

其中fr＋k ＝－∂hr＋１

∂x
∂gk＋１

∂y ＋∂hr＋１

∂y
∂gk＋１

∂x ＝－▽gk＋１􀅰

Xhr＋１ ＝ ▽hr＋１􀅰Xgk＋１
.

b)因为μk－１Xhr＋１ ＝
－μk－１

∂hr＋１

∂y

μk－１
∂hr＋１

∂x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

∈ r＋k－１,所

以由引理２得

μk－１Xhr＋１ ＝X􀭾fr＋k ＋􀭹μr＋k－２D０ ∈Cr＋k－１ ⊕ r＋k－１,
其中

􀭾fr＋k ＝ １
r＋k xμk－１

∂hr＋１

∂x ＋yμk－１
∂hr＋１

∂y[ ]

＝ １
r＋kμk－１ x∂hr＋１

∂x ＋y∂hr＋１

∂y[ ].

因为hr＋１ ∈ r＋１,所以由Euler定理得

x∂hr＋１

∂x ＋y∂hr＋１

∂y ＝ (r＋１)hr＋１,

于是􀭾fr＋k ＝r＋１
r＋kμk－１hr＋１,
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􀭹μr＋k－２ ＝ １
r＋kdivμk－１Xhr＋１

( )

＝ １
r＋k

∂
∂x －μk－１

∂hr＋１

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷＋ ∂

∂y μk－１
∂hr＋１

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]

＝ １
r＋k[－∂μk－１

∂x
∂hr＋１

∂y －μk－１
∂２hr＋１

∂y∂x ＋

∂μk－１

∂y
∂hr＋１

∂x ＋μk－１
∂２hr＋１

∂x∂y ]

＝ １
r＋k －∂μk－１

∂x
∂hr＋１

∂y ＋∂μk－１

∂y
∂hr＋１

∂x[ ]

＝ １
r＋k▽μk－１􀅰Xhr＋１．

c)因为对任意的可微函数f及可微向量场F与

G,成立李括号恒等式

[fF,G]＝ ▽f􀅰G( )F＋f[F,G],
所以

[Xhr＋１
,μk－１D０]＝－[μk－１D０,Fr]

　　 ＝－ ▽μk－１􀅰Fr( )D０－μk－１[D０,Fr],
而由Euler定理得

[D０,Fr]＝DD０􀅰Fr－DFr􀅰D０

＝
１ ０
０ １

é

ë
êê

ù

û
úú
Fr

１

Fr
２

é

ë
êê

ù

û
úú－

∂Fr
１

∂x
∂Fr

１

∂y
∂Fr

２

∂x
∂Fr

２

∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

x
y

é

ë
êê

ù

û
úú

＝
１ ０
０ １

é

ë
êê

ù

û
úúFr－

x∂Fr
１

∂x ＋y∂Fr
１

∂y

x∂Fr
２

∂x ＋y∂Fr
２

∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝Fr－rFr ＝－(r－１)Fr,
所以由b)并注意到Xhr＋１ ＝Fr 得

μk－１[D０,Fr]＝－(r－１)μk－１Xhr＋１

＝－(r－１)Xr＋１
r＋kμk－１hr＋１ ＋ １

r＋k▽μk－１􀅰Xhr＋１

æ

è
ç

ö

ø
÷D０{ }

＝－Xr２－１
r＋kμk－１hr＋１ －r－１

r＋k ▽μk－１􀅰Xhr＋１
( )D０,

于是

　[Xhr＋１
,μk－１D０]＝Xr２－１

r＋kμk－１hr＋１ ＋

　r－１
r＋k ▽μk－１􀅰Xhr＋１

( )D０－ ▽μk－１􀅰Fr( )D０

　 ＝Xr２－１
r＋kμk－１hr＋１ ＋ －k＋１

r＋k ▽μk－１􀅰Xhr＋１
( )D０

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 ＝Xr２－１
r＋kμk－１hr＋１ ＋ －k＋１

r＋kℓr＋k－２ μk－１( )D０
æ

è
ç

ö

ø
÷.

证毕.
由引 理 ３,我 们 可 以 对 每 个 k ≥ r 研 究

Cor k( )的结构.首先注意到直和 k ＝Ck ⊕ k 与

直积Ck× k 是同构的,因此为讨论方便在同构意义

下可以等同 k ＝Ck ⊕ k,即对任意的Pk ∈ k,有
表达式Pk ＝ Pc

k,Pd
k( )∈Ck× k,其中Pc

k ＝Xgk＋１
,

Pd
k ＝μk－１D０.于是可以把算子 r＋k－１ 重新写成:
r＋k－１:Ck× k×Corℓk－１( )→Cr＋k－１× r＋k－１

Pc
k,Pd

k,νk－１( ) r＋k－１ Pc
k,Pd

k,νk－１( ),
其中

r＋k－１ Pc
k,Pd

k,νk－１( )＝ [Pc
k＋Pd

k,Fr]－νk－１Fr

＝ [Xgk＋１
,Fr]＋[μk－１D０,Fr]－νk－１Fr.

因为

[Xgk＋１
,Fr]＝[Xgk＋１

,Xhr＋１
]＝X▽gk＋１􀅰Xhr＋１

＝Xℓr＋k(gk＋１),

[μk－１D０,Fr]＝－[Xhr＋１
,μk－１D０]＝－Xr２－１

r＋kμk－１hr＋１ ＋
k＋１
r＋kℓr＋k－２ μk－１( )D０,

νk－１Fr ＝Xr＋１
r＋kνk－１hr＋１ ＋ １

r＋k▽νk－１􀅰Xhr＋１D０

＝Xr＋１
r＋kνk－１hr＋１ ＋ １

r＋kℓr＋k－２(νk－１)D０,

所以

r＋k－１ Pc
k,Pd

k,νk－１( )＝ Xξr＋k
,ηr＋k－２D０( ),

其中

ξr＋k ＝ℓr＋k(gk＋１)－r２－１
r＋kμk－１hr＋１－

r＋１
r＋kνk－１hr＋１ ∈ r＋k,

ηr＋k－２ ＝k＋１
r＋kℓr＋k－２ μk－１( )－ １

r＋kℓr＋k－２(νk－１)∈ r＋k－２．

由μk－１ 与νk－１ 的任意性知,

Range r＋k－１( )
r＋k－１

＝Rangeℓr＋k－２( )D０,

所以若取 Rangeℓr＋k－２( ) 在 r＋k－２ 中的一个补空间

Corℓr＋k－２( ),则

Cor r＋k－１( )
r＋k－１

＝Corℓr＋k－２( )D０.

为讨论 Range r＋k－１( )
Cr＋k－１

与 Cor r＋k－１( )
Cr＋k－１

,

再定义算子

δr＋k:k－１ → r＋k

μk－１ δr＋k μk－１( )＝μk－１hr＋１,

则 Range r＋k－１( )
Cr＋k－１

＝ XRange(ℓr＋k)＋Range(δr＋k).若取

Range(ℓr＋k)＋Range(δr＋k)在 r＋k 中的一个补空间

Range(ℓr＋k)＋Range(δr＋k)( )c,则

CorLr＋k－１( )
Cr＋k－１

＝X Range(ℓr＋k)＋Range(δr＋k)( )c,

从而由于 k ＝Ck ⊕ k 是直和得

Cor r＋k－１( )＝CorLr＋k－１( )
r＋k－１

⊕Cor r＋k－１( )
Cr＋k－１

＝Corℓr＋k－２( )D０ ⊕X Range(ℓr＋k)＋Range(δr＋k)( )C.
由于补空间取法一般是不唯一的,因此一般地
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Range(ℓr＋k)＋Range(δr＋k)( )c＝ Range(ℓr＋k)( )c∩
Range(δr＋k)( )c

是不成立的.但我们可以这样来取 Range(lr＋k)＋
Range(δr＋k) 在 r＋k 中 的 一 个 补 空 间: 设

dim(Range(ℓr＋k)∩Range(δr＋k))＝m,dim(Range(ℓr＋k))

＝s,dim Range(δr＋k)( ) ＝t,并 取 Range(ℓr＋k)∩
Range(δr＋k)的一组基为α１,􀆺,αm,若m＝０,但下面

的 讨 论 仍 能 进 行. 由 α１,α２,􀆺,αm 可 扩 充 为

Range(ℓr＋k)的一组基:α１,􀆺,αm,βm＋１,􀆺,βs;同样地

可扩充为Range(δr＋k)的一组基:α１,􀆺,αm,γm＋１,􀆺,

γt;并且容易证明

α１,􀆺,αm,βm＋１,􀆺,βs,γm＋１,􀆺,γt,
是线性无关的;最后由α１,􀆺,αm,βm＋１,􀆺,βs,γm＋１,
􀆺,γt 扩充为 r＋k 的一组基:

α１,􀆺,αm,βm＋１,􀆺,βs,γm＋１,􀆺,γt,λs＋t－m＋１,􀆺,λr＋k＋１．
现可取

Cor(ℓr＋k)＝spanγm＋１,􀆺,γt,λs＋t－m＋１,􀆺,λr＋k＋１{ },

Cor(δr＋k)＝spanβm＋１,􀆺,βs,λs＋t－m＋１,􀆺,λr＋k＋１{ },
而

spanλs＋t－m＋１,􀆺,λr＋k＋１{ }＝Cor(ℓr＋k)∩Cor(δr＋k)
可以作为Range(ℓr＋k)＋Range(δr＋k)在 r＋k 中的一

个补空间,当然这样的补空间的取法是不唯一的.
通过上面的分析,得到下面的结论:
命题１　 r＋j－１ 的值域Range(r＋j－１)的一个补

空间可以取为

Cor r＋k－１( )＝XCor(ℓr＋k)∩Cor(δr＋k) ⊕Corℓr＋k－２( )D０.
由命题１及定理２,我们得到:
定理３　 若Fr ＝Xhr＋１

,则微分方程(１)轨道等

价于

ẋ＝Xhr＋１ ＋XH ＋νD０ (１０)

其中:H ∈ ⊕
∞

j＝１
Cor(ℓr＋j)∩Cor(δr＋j)( ),ν∈ ⊕

∞

j＝１
Cor

ℓr＋j－２( )．
如果进一步假设hr＋１ ∈ r＋１ 在复多项式环

C[x,y]中的因式分解仅有单因式,则成立:
命题２　 假设微分方程(１)的主向量场Fr ＝

Xhr＋１ ∈ r,hr＋１ ∈ r＋１ 在复多项式环C[x,y]中的

因式分解仅有单因式,并且k≥１,则

a)Cor(ℓr＋k)＝hr＋１Cor(ℓk－１);

b)Cor r＋k－１( )＝Corℓr＋k－２( )D０．
证明:a)因为hr＋１ ∈ r＋１ 在复多项式环C[x,y]

中的因式分解仅有单因式,所以如果U(x,y)∈ k

是ẋ ＝Fr(x)＝Xhr＋１
的首次积分,则存在s∈N且

γ∈R使得

U(x,y)＝γhr＋１(x,y)( )s,
即k＝s(r＋１).假设(１)有一个解析(或形式的)首

次积分,则V(x,y)＝hr＋１(x,y)＋􀆺 是(１)的一个

首次积分,其中 􀆺 表示高次齐次项.对任意的k∈
N,如果k＝s１(r＋１)＋s０,其中０≤s０ ＜r,则

Ker(ℓr＋k)＝
spanh

s１
r＋１{ },s０ ＝０

０{ }, s０ ≠０{ ,

对任意的k≥２,如果ℓr＋k－２ μk－１( )∈Rangeδr＋k－２( ),
则μk－１ ∈ Rangeδk－１( );又对任意的k ＞r,成立

dim Corℓk＋r( )( )＝dim Corℓk－１( )( ),所以对任意的

k ＞ r, 并 且 取 一 个 补 空 间 Corlk－１( ), 则

δr＋k Corlk－１( )( )可以取为lr＋k 的一个补空间,即

Corℓr＋k( )＝δr＋k Corℓk－１( )( )＝hr＋１Corℓk－１( ).

b)对任意的λr＋k ∈ Cor(ℓr＋k)∩ Cor(δr＋k),则

λr＋k ∈ Cor(lr＋k)且λr＋k ∈ Cor(δr＋k).由λr＋k ∈
Cor(lr＋k)知,存在λk－１ ∈ k－１ 使得λr＋k＝hr＋１λk－１,从
而λr＋k ∈ Range(δr＋k).但 Range(δr＋k)∩ Cor(δr＋k)

＝ {０},所以λr＋k ＝０,所以Cor(ℓr＋k)∩Cor(δr＋k)＝
{０},即

　Cor r＋k－１( )＝XCor(ℓr＋k)∩Cor(δr＋k) ⊕Corℓr＋k－２( )D０

＝Corℓr＋k－２( )D０.
证毕.

由命题 ２a)可 知:对 任 意 的 k ≥ ２,为 求

Cor(lr＋k),只需求

Cor(ℓr),Cor(ℓr＋１),􀆺,Cor(ℓr＋r)＝Cor(ℓ２r)
即可.实际上,对任意的k∈N,如果k＝s１(r＋１)

＋s０,其中０≤s０ ＜r,则

Cor(ℓr＋k)＝ hr＋１( )s１Cor(ℓr＋s０
).

定理４　 假设微分方程(１)满足命题２的假设,
则微分方程(１)轨道等价于

ẋ＝Xhr＋１ ＋∑
∞

i＝０
∑
２r

j＝r
η

(i)
j hr＋１( )iD０ (１１)

其中η
(i)
j ∈Cor(ℓj),j＝r,r＋１,􀆺,２r．

２　 广义Hopf奇点的正规形

现在利用上节中的有关结果计算二维退化非线

性微分方程

ẋ
ẏ
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

y２

－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

a３０x３＋a２１x２y＋a１２xy２＋a０３y３

b３０x３＋b２１x２y＋b１２xy２＋b０３y３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋􀆺 (１２)

的正规形.(１２)的奇点O通常称为广义 Hopf奇点.
因为 F２(x,y)＝ y２,－x２( )T ＝ Xh３

,其 中
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h３(x,y)＝－１
３ x３＋y３( )在复多项式环C[x,y]中的

因式分解仅有单因式,所以(１２)满足定理４的条件.
因为r＝２,并且

１ ＝spanx,y{ },
２ ＝spanx２,xy,y２{ },
３ ＝spanx３,x２y,xy２,y３{ },
４ ＝spanx４,x３y,x２y２,xy３,y４{ }．

对k＝１,

ℓ２: １ → ２

μ１ ℓ２ μ１( )＝ ▽μ１􀅰F２,
令μ１ ＝d１０x＋d０１y∈ １,则

▽μ１ ＝ d１０,d０１( )T,▽μ１􀅰F２ ＝d１０y２－d０１x２,
所以Rangeℓ２( )＝spanx２,y２{ },于是可取Corℓ２( )

＝spanxy{ }.
对k＝２,

ℓ３: ２ → ３

μ２ ℓ３ μ２( )＝ ▽μ２􀅰F２,
令μ２ ＝d２０x２＋d１１xy＋d０２y２ ∈ ２,则

▽μ２ ＝ ２d２０x＋d１１y,d１１x＋２d０２y( )T,

▽μ２􀅰F２ ＝－d１１x３－２d０２x２y＋２d２０xy２＋d１１y３

＝d１１ ３h３＋２y３( )－２d０２x２y＋２d２０xy２,
所以Rangeℓ３( )＝span３h３＋２y３,x２y,xy２{ },于是

可取Corℓ３( )＝spany３{ }.
对k＝３,

ℓ４: ３ → ４

μ３ ℓ４ μ３( )＝ ▽μ３􀅰F２,
令μ３ ＝d３０x３＋d２１x２y＋d１２xy２＋d０３y３ ∈ ３,则

▽μ３ ＝ (３d３０x２＋２d２１xy＋d１２y２,d２１x２＋２d１２xy＋
３d０３y２)T,

▽μ３􀅰F２ ＝ (３d３０－３d０３)x２y２＋３d２１(xy３＋xh３)＋
３d１２(y４＋２yh３),

所 以 Rangeℓ４( ) ＝ span{x２y２,xy３ ＋ xh３,y４ ＋
２yh３},于是可取Corℓ２( )＝spanxy３,y４{ }.
对k＝４,

ℓ５: ４ → ５

μ４ ℓ５ μ４( )＝ ▽μ４􀅰F２,
令μ４ ＝d４０x４＋d３１x３y＋d２２x２y２＋d１３xy３＋d０４y４

∈ ４,则
▽μ４ ＝ (４d４０x３＋３d３１x２y＋２d２２xy２ ＋d１３y３,

d３１x３＋２d２２x２y＋３d１３xy２＋４d０４y３)T,

▽μ４􀅰F２ ＝－４d４０(３y２h３＋y５)＋d３１(４x２y３＋
３x２h３)＋２d２２(２xy４＋３xyh３)

　＋d１３(４y５＋９y２h３)－４d０４x２y３,

所以Rangeℓ５( )＝span{３y２h３＋y５,４x２y３＋３x２h３,

２xy４ ＋ ３xyh３,４y５ ＋ ９y２h３,x２y３}, 于 是 可 取

Corℓ２( )＝spanxy４{ }.
由定理３可得系统(１２)通过耗散变换,与下面

系统是轨道等价:

ẋ
ẏ
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

y２

－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋b２

x２y
xy２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋b３

xy３

y４

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

b１
４
x２y３

xy４

æ

è
ç

ö

ø
÷＋b２

４
xy４

y５

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú＋􀆺

＝G２ x( )＋G３ x( )＋G４ x( )＋􀆺 (１３)
如果令

F３ x( )＝
a３０x３＋a２１x２y＋a１２xy２＋a０３y３

b３０x３＋b２１x２y＋b１２xy２＋b０３y３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷,

则利用Lie三角形算法得到下面关系式:

b２ ＝ １
２ a２１＋b１２( ),

b３ ＝－２a０４－３
４a１２b１２＋３

４a１２a２１＋３Ca２１－６Cb０３－

９
４ a０３( )２ ＋ ９

４a０３b２１ ＋１５
４a０３a３０ ＋ ３

２b０３b１２ ＋

３
２b０３a２１ －４４

９a４０ －１３２
７２a３０a１２ －６６０

７２a３０b３０ －

３９６
７２a３０b３０－１３２

１８Ca２１－b３１－３
４b３１a１２＋９

４b３０a３０－

３
２b３０b１２－９

４b２１b３０－３Cb１２＋３Ca２１＋３
２b０３a３０－

３
４b３０a０３－２b０４－３

４ b１２( )２＋３
４a２１b１２＋３Cb１２＋

９
４b０３a０３＋３

４b０３b２１＋２７
４b０３a３０－１

３b１３－１
４b２１b１２＋

１
４b２１a２１＋Cb２１ ＋ １

２a３０b１２ － b０３( )２ ＋Ca０３ ＋

１
２a１２b０３ － ２

３b４０ － ５
４b２１a１２ － ５

４ b３０( )２ －

５
４b３０b０３ －Cb２１＋２Ca３０　＋４

９a２２＋５
１８a３０b１２－

５
３a３０a２１ － ２Ca３０ － １

６ a１２( )２ － １
６a１２b３０ ＋

１
６a１２b２１＋２Ca０３＋２Cb２１－１

３b１２b２１,

其中:C为任意常数.用同样的方法可以求得正规形

中更高次项的系数与原微分方程的系数之间的关

系,但这些公式过于复杂,在此不再给出.于是,可得

系统(４)的正规形为

ẋ
ẏ
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

y２

－x２

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
２ a２１＋b１２( )x２y

１
２ a２１＋b１２( )xy２

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷
＋􀆺．
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３　 结 　 语

正规形理论在非线性微分方程的定性研究中具

有重要的意义.本文给出了二维退化非线性微分方

程正规形的共轭等价正规形定理与轨道等价正规形

定理.对于一般的退化非线性微分方程,要根据正规

形定理计算它的正规形十分困难,需要确定无穷多

个李导数算子值域的补空间.但当非线性微分方程

的主微分方程是哈密尔顿的并且其哈密尔顿函数在

复多项式环 C[x,y]上的因式仅为单因式时,只需

确定有限多个这样的补空间.本文利用这些结果计

算出下面特殊形式退化非线性微分方程

　
ẋ

ẏ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＝

y２

－x２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋

a３０x３＋a２１x２y＋a１２xy２＋a０３y３

b３０x３＋b２１x２y＋b１２xy２＋b０３y３

æ

è
çç

ö

ø
÷÷＋􀆺

的正规形,并给出正规形与原微分方程的低次项系

数之间的关系,为这类非线性微分方程的进一步定

性分析提供基础.这种方法在物理学、生物学、天文

学等应用学科中具有广泛的应用前景.

当非线性微分方程的主微分方程不是哈密尔顿

的,或者即使主微分方程是哈密尔顿的但其哈密尔

顿函数在复多项式环 C[x,y]上的因式有重因式

时,如何有效地计算其正规形有待继续研究.
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ComputationofNormalFormsforaClassofDegenerate
NonlinearDifferentialEquations

ZHANGJing,HUANGTusen
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Fordegeneratenonlineardifferentialequations,theconservativeＧdissipativesplittingis
given,andsomepropertiesofthissplittingareproved．Byusingtheseproperties,acomplementary
subspacetotherangeofthehomologicaloperatordefinedonthehomogeneousvectorfieldspacecanbe
expressedintermsofacomplementarysubspacetotherangeoftheLiederivativeoperatordefinedonthe
homogeneouspolynomialspace．Underthehypothesesthattheleadingpartofthedegeneratenonlinear
differentialequationsisHamiltonianandtheassociatedHamiltonianfunctiononlyhassimplefactorsinits
factorizationonthecomplexpolynomialringC[x,y],toobtainthenormalform,itneedsonlytocompute
acertainnumberofthecomplementarysubspacestotherangeoftheLiederivativeoperatorsdefinedonthe
homogeneouspolynomialspaces,arecursiveformulaeofthecomputationforallthecomplementary
subspacesaregiven．Finally,byusingthismethodthenormalformofaclassofthegeneralizedHopf
singularityiscomputed,relationshipbetweenthecoefficientsofthenormalformandtheoriginequations
isgivenbymeansoftheLietrianglemethod．

Keywords:degeneratenonlineardifferentialequation;normalform;conservativeＧdissipativesplitting
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