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最大熵方法在计算二维不变测度中的应用

张　茹,徐春伟,靳聪明
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:在最大熵方法中采用三角单元上的分片线性基函数作为矩函数,用于二维映射的不变测度计算.有限

元单元上分片线性基函数有局部支集和单位分割性质,因此最大熵方法得到的非线性方程组的Jacobi矩阵是正定

的带状矩阵,保证了非线性方程组解的唯一性和稳定性.文中从理论上给出该方法的收敛阶,并且数值实验结果与

理论一致.
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０　引　言

很多科学和工程问题,都可以归纳为对离散动

力系统渐近性质的研究.例如在分子动力学模拟[１]

中可得到每个原子任意时刻的位置和速度,但原子

的运动轨迹和速度是杂乱无章的,只有通过统计平

均才能有效预测分子的温度、压力等热力学性质和

结构性质.映射的不变测度[２]反映了动力系统的统

计性质,因此对映射不变测度的研究非常重要.
假设映射S具有绝对连续不变测度,它的密度

函数是映射S对应的FrobeniusＧPerron算子的不动

点.关于不变密度的计算,Ulam[３]首先提出了分片

常数逼近法,Ding等[４]提出了分片线性 Markov方

法,Boyarsky等[５]利用 Markov变化将不变密度问

题等价为一个矩阵特征值问题.最大熵方法由

Jaynes[６]首先提出,已广泛应用于物理、化学、生物

等领域,如一维映射的不变测度计算[７Ｇ８]、物种分布

分析[９]、Fredholm 积分方程求解[１０Ｇ１１]、化学反应能

量依赖关系分析[１２]、图像处理[１３Ｇ１４]、光谱分析[１５]

等.在传统的最大熵方法中,用标准单项基底１,x,

x２,􀆺,xn 作为矩函数,会产生病态非线性方程组.
近年来,对一维映射的不变测度计算,Ding等[８] 提

出了基于分片线性基函数的最大熵方法.这种方法

克服了产生病态方程组的缺陷,理论和数值结果表

明该方法收敛.
高维映射的不变测度可用于研究分子构象变

化[１] 等问题.本文基于有限元方法中的三角元上的

分片线性基函数,用最大熵方法计算二维映射的不

变测度.分片线性基函数满足单位分割性质和支集

性质,因此由最大熵方法得到的非线性方程组的

Jacobi矩阵是正定的带状矩阵.该方法简化了非线

性方程组的计算,保证了解的唯一性和稳定性.

１　 基于分片线性基函数的最大熵方法

１．１　 不变测度及最大熵原理

定义１[１６]　 设(X,∑,μ)是一个有限测度空

间,可 测 映 射 S:X → X 为 非 奇 异 变 换,即 由

μ(S－１(B))＝０,有μ(B)＝０.若对于所有的B ∈

∑,有μ(S－１(B))＝μ(B),则μ是S 的不变测度.

定义２[１６]　 令(X,∑,μ)为一个测度空间,可

测变换S:X →X 是非奇异变换.由公式

∫A
Psfdμ＝∫S－１(A)

fdμ,∀A∈Σ,∀f∈L１(X),



定义的算子Ps:L１(X)→L１(X)称为对应于S 的

FrobeniusＧPerron(FＧP)算子.
定理１[１６]　 令Ps是可测变换S的FＧP算子,并

且f∈L１.则对于绝对连续有限测度

μf∗ (A)＝∫A
f∗dμ,∀A∈ ∑,

在S下不变,当且仅当f∗ 是Ps的一个不动点.
定义３　 设 f(x)是 X 上 的 密 度 函 数,即

∫X
f(x)dx＝１,函数f(x)的玻尔兹曼熵定义为:

H(f)＝－∫X
f(x)lnf(x)dx (１)

其中,当f(x)＝０时,有flnf＝０.
对于密度函数f(x),若矩

mi ＝∫X
f(x)gi(x)dx,i＝１,􀆺,n (２)

已知gi(i＝１,􀆺,n)是矩函数,密度函数f(x)的解

并不唯一.考虑如下约束优化问题:

max{H(f):f∈D,∫X
f(x)gi(x)dx＝mi,

i＝１,􀆺,n} (３)

其中,D ＝ f:f≥０,∫X
f(x)dx＝１{ }是X 上所有

密度函数的集合.最大熵问题(３)的解是密度函数

的极大似然估计.
命题１[１６]　 约束优化问题(３)的解为:

fn(x)＝
exp ∑

n

i＝１
λigi(x)( )

∫X
exp ∑

n

i＝１
λigi(x)( )dx

(４)

其中,λi(i＝１,􀆺,n)满足

∫X
gi(x)exp ∑

n

i＝１
λigi(x)( )dx

∫X
exp ∑

n

i＝１
λigi(x)( )dx

＝mi (５)

１．２　 二维映射不变测度的计算

Ding等[８] 将最大熵方法用于一维映射的不变

测度计算,本文把该方法推广到二维映射.为了记号

简单,考虑集合X ＝ [０,１]×[０,１]和映射S:X →
X,映射S的不变测度为f∗ .将集合X剖分成２n２ 个

直角边为h＝ １
n

的等腰直角三角形,如图１.对每个

i,j＝０,１,􀆺,n,令φi,j(x,y)是分片线性连续函数,
且φi,j(xi,yj)＝１,φi,j(xl,ym)＝０(l≠i或者m ≠
j).则对应顶点(xi,yi),(xi,yj＋１),(xi＋１,yj)的基函

数为:

φi＋１,j(x,y)＝w x－xi

h
æ

è
ç

ö

ø
÷

φi,j＋１(x,y)＝w y－yi

h
æ

è
ç

ö

ø
÷,　i,j＝０,１,２,􀆺,n

φi,j(x,y)＝１－w x－xi

h
æ

è
ç

ö

ø
÷－w y－yi

h
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

,

其中,

w(x)＝
１＋x,　－１≤x≤０
１－x,　０≤x≤１
０,　x∉ [－１,１]

ì

î

í

ïï

ïï
,

对任意(x,y)∈X,基函数{φi,j(x,y)}满足单位分

割性质,即:

∑
n

i＝０
∑
n

j＝０
φi,j(x,y)≡１ (６)

图１　X 的三角剖分

在最大熵方法中,选择φi,j(x,y),(i,j＝０,１,􀆺,n)
为矩函数,则矩为

mij ＝∬X
f∗ (x,y)φi,j(x,y)dxdy

＝∬suppφi,j
(x,y)

f∗ (x,y)φi,j(x,y)dxdy (７)

其中,suppφi,j ＝{(x,y)φi,j(x,y)≠０}是φi,j (x,y)

的支集.由式(６)及∬X
f∗(x,y)dxdy＝１可得:

∑
n

i＝０
∑
n

j＝０
mij ＝１ (８)

由式(８)可得命题２.
命题２　 若f∈L１(X)是一个非负函数,且满足

∬X
f(x,y)φi,j(x,y)dxdy＝mij,i,j＝０,１,２,􀆺,n

(９)

则f是概率密度,即∬X
f(x,y)dxdy＝１.

证明:由式(６)和式(８)知,

∑
n

i＝０
∑
n

j＝０∬X
f(x,y)φi,j(x,y)dxdy

＝∬X
f(x,y)dxdy∑

n

i＝０
∑
n

j＝０
φi,j(x,y)dxdy
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＝∬X
f(x,y)dxdy＝ ∑

n

i＝０
∑
m

j＝０
mij ＝１．

由命题２和最大熵方法知,若λi,j(i,j＝０,１,
􀆺,n)满足

∬X
φi,j(x,y)exp(∑

n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy

＝mij,i,j＝０,１,􀆺,n (１０)
则

fn(x,y)＝exp(∑
n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y)) (１１)

是近似不变测度.这里原最大熵方法式(５)简化为

式(１０),基函数的单位分割性质使计算变得简单.
对于方程(１０)的求解,考虑等式左边,则有

∬X
φi,j(x,y)exp(∑

n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy

＝∬suppφi,j
φi,j(x,y)exp(∑

n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy

＝∑
△k
∬△k

φi,j(x,y)exp(∑
n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy

(１２)

△k 的一个顶点为(xi,yj).在本文的三角剖分中,可
能存在两种情况:

∬△k
φs(x,y)exp(∑

n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy

＝∬△k
φs(x,y)exp(λi,jφi,j(x,y)＋λi＋１,jφi＋１,j(x,y)＋

λi,j＋１φi,j＋１(x,y))dxdy (１３)
其中s取下标(i,j),(i＋１,j),(i,j＋１);或者

∬△k
φs(x,y)exp(∑

n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy

＝∬△k
φs(x,y)exp(λi,jφi,j(x,y)＋

λi－１,jφi－１,j(x,y)＋λi,j－１φi,j－１(x,y))dxdy (１４)
其中s取下标(i,j),(i－１,j),(i,j－１),(i,j),是三

角形 △k 的直角顶点.此积分可用数值积分方法计

算,得到一个关于λi,j(i,j＝０,１,２,􀆺,n)的非线性

方程组.
若X∈R２ 被分割成任意三角形单元,假设任意

三角 形 单 元 的 顶 点 分 别 是 (xi,yi), (xj,yj),
(xk,yk),如图２.采用有限元方法中的坐标变换

x＝xi(１－ξ－η)＋xjξ＋xkη,

y＝yi(１－ξ－η)＋yjξ＋ykη,{
０≤ξ,η≤１ (１５)

则任意三角形单元就可以转换为标准三角形单元

(如图３),其顶点关系为:

(xi,yi)↔(０,０),(xj,yj)↔(１,０),
(xk,yk)↔(０,１)．

图２　 任意三角形单元

图３　 标准三角形单元

考虑标准三角形单元上的积分,顶点(０,０),(０,

１),(１,０)对应的分片线性基函数分别表示为

ψ０(x,y)＝１－x－y

ψ１(x,y)＝x

ψ２(x,y)＝y

ì

î

í

ïï

ïï
(１６)

那么三角形 △k 上的积分可以表示为:

∬△k
φs(x,y)exp(∑

n

i＝１
λiφi(x,y))dxdy

＝h２∬△
ψl(ξ,η)exp(∑

２

l＝０
λsψl(ξ,η))J(ξ,η)dξdη (１７)

其中:s＝ (i,i),l＝０;s＝ (j,j),l＝１;s＝ (k,k),

l＝２,Jacobi行列式是

J(ξ,η)＝

∂x
∂ξ

　∂x
∂η

∂y
∂ξ

　∂y
∂η

＝
xj－xi　xk－xi

yj－yi　yk－yi

＝ (xj－xi)(yk－yi)－(xk－xi)(yj－yi)
(１８)

利用数值积分可以得到关于λi,j(i,j＝０,１,２,􀆺,n)
的非线性方程组(１０),可以用牛顿法或拟牛顿法迭

代求解.
令G:R(n＋１)２ →R(n＋１)２,它的元素定义为:

Gij(λ０,０,λ０,１,􀆺,λn,n)＝∬X
φi,j(x,y)

exp(∑
n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))dxdy－mij (１９)

其中,i,j＝０,１,２,􀆺,n．则方程组(１０)可以写为
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Gij(λ０,０,λ０,１,􀆺,λn,n)＝０ (２０)

G的Jacobi矩阵

∂Gij

∂λm,l
＝∬X

φi,j(x,y)exp(∑
n

m＝０
∑
n

l＝０
λm,lφm,l(x,y))

φm,l(x,y)dxdy (２１)
其中,i,j,m,l均从０,１,􀆺,n取值.与一维问题类似,
很容易证明该Jacobi矩阵是正定的,由于φi,j(x,y)只

在以(xi,yj)为顶点的三角形单元上非零,所以Jacobi
矩阵是带状矩阵.这些性质保证了非线性方程组可以

用拟牛顿方法有效求解.

２　 收敛性分析

本节采用矩问题的收敛理论[１７Ｇ１８] 分析了计算

二维映射不变测度的最大熵方法的收敛性,并给出

误差分析.
设X是凸拓扑向量空间,令W:L１(X)→[－∞,

∞)是X上具有紧水平集的泛函,{Dn}是L１(X)上

的闭集序列,且对于所有的n都有Dn＋１ ⊂Dn.考虑

最大值问题

max W(f):f∈Dn{ } (２２)
和极限问题

max W(f):f∈∩
∞

n＝１
Dn{ } (２３)

设对于每个n,fn 是式(２２)的解.
引理１[１８]　 如果f∗ 是式(２３)的唯一解且满足

W(f∗ )＞－∞.那么在拓扑X下,函数序列fn 收敛

到f∗ ,序列W(fn)收敛到W(f∗ ).

熵 H(f)＝－∬X
f(x,y)lnf(x,y)dxdy满足一

般理论的所有条件.如果将X 剖分成２∗２n(n＝１,

２,􀆺),如图１中的嵌套直角三角形即Dn＋１ ⊂Dn,式
(１０)的可行集对于包含关系是单调递减的.根据引

理１有下列性质:
性质１　 若 H(f∗ )＞－∞,那么对于Dn 的最

大熵的解fn 有

a)当n→ ∞ 时,fn 弱收敛到f∗ .

b)当n→ ∞ 时,H(fn)→ H(f∗ ).

定理２　 假设H(f∗ )＞－∞,将X 进行２∗２n

的三角剖分,令fn 是方程(１０)的解,则lim
n→∞

‖fn －

f∗
１ ‖ ＝０.

此方法的收敛率依赖于函数lnf∗ 到由所有φi

张成的子空间的最小距离[１９]

dn ＝inf ‖lnf∗ －∑
２∗２n

i＝１
αiφi‖∞ :∀α１,α２,􀆺,α２∗２n{ }

(２４)
由收敛理论和二维空间中连续函数的分片线性插值

理论,可以得到下面的误差估计.
定理３　 假设X 上的f∗ (x)≥c,c是一个正

数,f∗ 在[a,b]上是连续可微的.则

‖fn －f∗
１ ‖ ＝O(δ２)＝O １

４n
æ

è
ç

ö

ø
÷ (２５)

其中,δ是三角形的最大直径.

３　 数值实验结果

本节把基于三角单元的分片线性最大熵方法应用

到具体例子.数值结果表明收敛阶与理论估计一致.
例１　 考虑二维映射

S(x,y)＝ (S１(x),S２(y)),
其中:

S１(x)＝

２x
１－x２,　０≤x≤ ２－１

１－x２

２x
,　 ２－１≤x≤１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,

S２(y)＝

２y
１－y

,　０≤y≤ １
３

１－y
２y

,　 １
３ ≤y≤１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

．

S(x,y)的不变测度是f∗(x,y)＝ ８
π(１＋x２)(１＋y)２．

将区域 ０,１[ ]× ０,１[ ] 分割为三角元,有(n＋
１)２ 个基函数,如图１,由式(７)可得(n＋１)２ 个矩.对
方程(１０)利用三点高斯数值积分方法计算积分得

非线性方程组.实验结果见表１.数值结果与式(２５)
给出的收敛估计一致.

表１　S(x,y)和T(x,y)不变测度fn 的L１－误差

节点个数 ９ ２５ ８１ ２８９ １０８９

S(x,y) ４．１×１０－２ ６．０×１０－３ １．１×１０－３ ２．３×１０－４ ５．５×１０－５

T(x,y) ４．０×１０－１ ２．６×１０－１ １．８×１０－１ １．２×１０－１ ０．８×１０－２

　　 对于大多数映射,其不变测度是未知的,则假

设映 射 是 遍 历 的,由 Birkhoff 的 逐 点 遍 历 定

理[２０] 有:

mij ＝lim
M→∞

１
M∑

M－１

m＝０
φi,j(Sm(x,y)),∀(x,y)∈ [０,１]×

[０,１]．
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选择一个足够大的正整数 M,可得矩的近似值

为:

mij ≈ １
M∑

M－１

m＝０
φi,j(Sm(x,y))．

例２　 考虑二维映射

T(x,y)＝ (T１(x),T２(y)),
其中:

T１(x)＝

２x
１－x２,　０≤x≤ ２－１

１－x２

２x
,　 ２－１≤x≤１

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,

T２(y)＝４y(１－y)．
则 T(x,y) 的 不 变 测 度 是 f∗ (x,y) ＝

４
π２(１＋x２) (x(１－x))

.与例１进行类似的三角

剖分和计算.实验结果见表１.由于不变密度在端点

趋于无穷,数值结果收敛慢一些.

４　结　论

本文将基于有限元中分片线性三角元基函数的

最大熵方法进行推广,用于计算二维映射的不变测

度.选用三角单元上的分片线性基函数作为矩函

数,其满足单位分割性质和支集性质,使得非线性方

程组的Jacobi矩阵是正定的带状矩阵,简化了方程

组的求解,提高了解的精度,保证了非线性方程组解

的稳定性.数值实验结果表明,用基于分片线性基

函数的最大熵方法计算二维映射的不变测度是有效

并且收敛的.按照同样的思路,可把此方法推广到

高维问题,但计算量会随之增大.
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ApplicationofMaximumEntropyMethodinCalculating
TwoＧDimensionalInvariantMeasure

ZHANGRu,XUChunwei,JINCongming
(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Thepiecewiselinearbasisfunctiononthetriangleunitisusedasthemomentfunctionin
maximumentropymethodtocalculateinvariantmeasureoftwoＧdimensionalmapping．Sincethepiecewise
linearbasisfunctiononthefiniteelementunithaslocalsupportsetandunitpartitionproperty,Jacobi
matrixofnonlinearequationsobtainedfromthemaximumentropymethodispositivebandmatrix,which
guaranteestheuniquenessandstabilityofthesolution．Intheory,thispapergivesconvergencedegreeof
thismethod,andnumericalexperimentresultsareconsistentwiththetheory．

Keywords:finiteelementunit;invariantmeasure;piecewiselinearbasisfunction;maximumentropy

(责任编辑:康　锋)

４７５ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１７年　第３７卷


