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解析系统初等奇点逆积分因子的存在性

刘　燕,黄土森
(浙江理工大学理学院,杭州３１００１８)

　　摘　要:由于逆积分因子的存在性与平面解析系统的可积性之间存在密切联系,因此它是研究平面解析系统可

积性的重要工具.对于含初等奇点的平面解析系统,证明了它相应的正规形系统总存在逆积分因子,并求出其逆积

分因子的具体表达式;利用坐标变换下两个平面系统逆积分因子之间的关系,证明了在初等奇点总存在逆积分

因子.
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０　引　言

考虑平面自治微分系统

dx
dt＝P x,y( ),dy

dt＝Q x,y( ) (１)

其中:P和Q是一个从R２ 的一个开集U到R的Cr 映

射,r＝１,２,􀆺,∞,ω(Cω 映射表示解析映射).为表

示方便,也常把系统(１)写成向量场形式:

X(x,y)＝P(x,y)∂
∂x＋Q(x,y)∂

∂y
(２)

令W 是U 的一个开子集.如果V ∈C１(W)在W
上不恒为零且满足下面的一阶线性偏微分方程

　P(x,y)∂V(x,y)
∂x ＋Q(x,y)∂V(x,y)

∂y ＝

∂P(x,y)
∂x ＋∂Q(x,y)

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷V(x,y) (３)

则称V 为系统(１)定义在W 上的一个逆积分因子[１].
因为逆积分因子可以给出系统(１)的首次积分

非常有用的信息,因此它是研究平面解析系统的可

积性问题[１Ｇ４]、中心问题[５Ｇ７] 以及平面多项式系统的

极限环个数及其分布问题[８Ｇ１３] 的重要工具之一.然
而,对于一个给定的微分系统,要判断它是否存在逆

积分因子以及如何求出它的逆积分因子十分困

难[１４].已有研究仅对一些特殊形式的微分系统给出

了逆积分因子的求法[１５Ｇ１９].另外,逆积分因子与微

分系统的李对称性有密切的联系[１４,２０],因此研究微

分系统逆积分因子的存在性很重要.
设原点O(０,０)是系统(１)的一个孤立奇点.如

果系统(１)在奇点O 的线性化矩阵的两个特征值非

零,则称O 是一个非退化奇点(进一步,如果特征值

具有非零实部,称为双曲奇点),否则称为退化奇点.
对于退化奇点,如果两个特征值中恰有一个为零,则
称之为初等退化奇点(或半双曲奇点).双曲奇点与

初等退化奇点(即半双曲奇点)统称为初等奇点[２１].

Chavarriga等[１]利用平面解析系统的正规形理

论,证明了粗焦点、非共振双曲结点以及Siegel双曲

鞍点这些特殊类型初等奇点解析逆积分因子的存在

性与唯一性.本文证明其它类型初等奇点形式逆积

分因子的存在性,从而完全地解决初等奇点形式逆

积分因子的存在性问题.具体地说,通过研究共轭系

统逆积分因子之间的关系,利用平面光滑系统初等

奇点 的 共 轭 正 规 形, 研 究 其 存 在 具 有 形 如

V φ(x,y)( )逆积分因子的条件,并给出逆积分因子

具体表达式,从而证明平面光滑系统初等奇点的形

式逆积分因子存在性.



１　 主要结论及证明

在非线性微分方程定性研究中,利用坐标变换

把系统约化为简单形式而保持定性性质不变是一种

重要的研究思路[２１Ｇ２３].下面给出系统(１)在可微坐

标变换下逆积分因子之间的关系.
对于系统(１),考虑一个坐标变换

x＝φ(X,Y),y＝ψ(X,Y) (４)
它把系统(１)变成

dX
dt ＝P１(X,Y),dY

dt ＝Q１(X,Y) (５)

如果变换(４)在原点附近是微分同胚,从而存在逆

的微分同胚

X ＝φ１(x,y),Y ＝ψ１(x,y) (６)
且

D φ１,ψ１( ) (０,０)＝

∂φ１

∂x
∂φ１

∂y
∂ψ１

∂x
∂ψ１

∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(０,０)

是可逆矩阵,则系统(１)和(５)是共轭等价的,且

P(x,y)

Q(x,y)
æ

è
ç

ö

ø
÷＝ Dφ１,ψ１( )[ ]－１

P１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( )

Q１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( )

æ

è
ç

ö

ø
÷．

关于共轭等价系统(１)与(５)的逆积分因子之

间有如下关系:
引理１　 令坐标变换(４)是定义在开集U ⊂R２

上的Cr＋１－微分同胚.如果V１ ∈Ck(U)是系统(５)
的一个逆积分因子,则

V(x,y):＝ det

∂φ１

∂x　∂φ１

∂y
∂ψ１

∂x　∂ψ１

∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

－１

×

V１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( ) (７)
是系统(１)的一个Cmin{r,k}－逆积分因子.

证明:令

Φ(x,y)＝ φ１(x,y)( ),(ψ１(x,y))T,
则

DΦ(x,y)＝

∂φ１

∂x　∂φ１

∂y
∂ψ１

∂x　∂ψ１

∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

从而有

detDΦ (x,y)＝ ∂φ１(x,y)
∂x

∂ψ１(x,y)
∂y －∂φ１(x,y)

∂y
∂ψ１(x,y)

∂x ≠０,(x,y)∈U,

且

　[DΦ(x,y)]－１ ＝

　　　 １
detDΦ(x,y)

∂ψ１(x,y)
∂y

　－∂φ１(x,y)
∂y

－∂ψ１(x,y)
∂x 　∂φ１(x,y)

∂x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

则

P(x,y)

Q(x,y)
æ

è
ç

ö

ø
÷＝

Dφ１(x,y),ψ１(x,y)( )[ ]－１
P１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( )

Q１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( )

æ

è
ç

ö

ø
÷．

因为

V(x,y):＝ det

∂φ１

∂x　∂φ１

∂y
∂ψ１

∂x　∂ψ１

∂y
　

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

－１

×

V１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( ),
所以

∂V
∂x ＝－ １

(detDΦ)２
∂(detDΦ)

∂x V１(φ１,ψ１)＋

１
detDΦ

∂V１

∂X
∂φ１

∂x ＋∂V１

∂Y
∂ψ１

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷,

∂V
∂y ＝－ １

(detDΦ)２
∂(detDΦ)

∂y
V１(φ１,ψ１)＋

１
detDΦ

∂V１

∂X
∂φ１

∂y ＋∂V１

∂Y
∂ψ１

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷,

于是

　∂V
∂xP＋∂V

∂y
Q ＝ １

detDΦ
∂V１

∂XP１＋∂V１

∂YQ１[ ]－

１
(detDΦ)３ [∂(detDΦ)

∂x
∂ψ１

∂y
P１－∂ϖ１

∂y
Q１

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

∂(detDΦ)
∂y －∂ψ１

∂xP１＋∂ϖ１

∂xQ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ] ．

又因为

∂P
∂x ＝－ １

(detDΦ)２
∂(detDΦ)

∂x
∂ψ１

∂y
P１－∂φ１

∂y
Q１[ ]＋

１
detDΦ [ ∂

２ψ１

∂y∂x
P１＋∂ψ１

∂y
∂P１

∂X
∂φ１

∂x＋∂ψ１

∂y
∂P１

∂Y
∂ψ１

∂x

－∂２φ１

∂y∂x
Q１－∂φ１

∂y
∂Q１

∂X
∂φ１

∂x －∂φ１

∂y
∂Q１

∂Y
∂ψ１

∂x ] ,

∂Q
∂x ＝－ １

(detDΦ)２
∂(detDΦ)

∂x －∂ψ１

∂xP１＋∂φ１

∂xQ１[ ]＋

１
detDΦ [－∂２ψ１

∂y∂x
P１ －∂ψ１

∂x
∂P１

∂X
∂φ１

∂y －∂ψ１

∂x
∂P１

∂Y
∂ψ１

∂y ＋∂２φ１

∂y∂x
Q１＋∂φ１

∂x
∂Q１

∂X
∂φ１

∂y＋∂φ１

∂x
∂Q１

∂Y
∂ψ１

∂y ] ,

所以

∂P
∂x＋∂Q

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷V ＝ V１

detDΦ
∂P１

∂X ＋∂Q１

∂Y
æ

è
ç

ö

ø
÷－
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　　 １
(detDΦ)３ [∂(detDΦ)

∂x
∂ψ１

∂y
P１－∂φ１

∂y
Q１

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

　　∂(detDΦ)
∂y －∂ψ１

∂xP１＋∂φ１

∂xQ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ] (８)

由假设,V１ 为系统(５)的一个逆积分因子,从而有

∂P１

∂X ＋∂Q１

∂Y
æ

è
ç

ö

ø
÷V１ ＝∂V１

∂XP１＋∂V１

∂YQ１,

代入(８)立即得到

∂P
∂x＋∂Q

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷V ＝∂V２

∂xP＋∂V２

∂y
Q,

所以

V(x,y):＝ det

∂φ１

∂x　∂φ１

∂y
∂ψ１

∂x　∂ψ１

∂y

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

－１

×

V１ φ１(x,y),ψ１(x,y)( )

为系统(１)的一个逆积分因子,证毕.
为了给出初等奇点附近形式逆积分因子的存在

性,还需要下面的结果:
引理２　 设φ(x,y)是一个给定的可微函数,则

系统(１)具有形如V φ(x,y)( )逆积分因子的充分必

要条件是

∂P
∂x＋∂Q

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷ P∂φ

∂x＋Q∂φ
∂y[ ]

－１

＝G φ(x,y)( ),

其中G φ(x,y)( )仅为φ(x,y)的函数,并且

V φ(x,y)( )＝e∫
G φ(x,y)( )dφ

＝ exp∫Gφ( )dφ( )[ ]
φ＝φ(x,y)

是(１)的一个逆积分因子.
证明:首先证明必要性.设V φ(x,y)( ) 为系统

(１)的一个逆积分因子,则

dV
dφ

∂φ
∂xP＋dV

dφ
∂φ
∂y

Q ＝ ∂P
∂x＋∂Q

∂y
æ

è
ç

ö

ø
÷V(φ),

从而

∂P
∂x＋∂Q

∂y
∂φ
∂xP＋∂φ

∂y
Q

＝

dV
dφ

V(φ)

是仅为φ(x,y)的函数G(φ(x,y)).
其次证明充分性.由于

∂P
∂x＋∂Q

∂y
∂φ
∂xP＋∂φ

∂y
Q

＝G(φ(x,y)),

因此要使得V(φ(x,y))为系统(１)的逆积分因子,
应该有

１
V

dV
dφ

＝

∂P
∂x＋∂Q

∂y
∂φ
∂xP＋∂φ

∂y
Q

＝G(φ(x,y)),

两边积分得

lnV(φ)＝∫G(φ(x,y))dφ＋C,

V(φ)＝C１e∫
G(φ)dφ

φ(x,y),
取C１ ＝１,证毕.

现设原点O(０,０)是解析系统(１)的一个初等

孤立奇点,则存在可逆线性变换,使得系统(１)变成

dx
dt＝ax＋by＋g１(x,y),dy

dt＝cx＋dy＋g２(x,y)

(９)
其中g１ 和g２ 的最低次数至少是２次的解析函数,a,

b,c,d均为实数,线性化矩阵
a b
c d
æ

è
ç

ö

ø
÷ 取下面的五种

Jordan标准形之一[２１]:

λ１ ０
０ λ２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

λ１ １
０ λ１

æ

è
ç

ö

ø
÷,

α β
－β α

æ

è
ç

ö

ø
÷,

０ β
－β ０

æ

è
ç

ö

ø
÷,

０ ０
０ λ２

æ

è
ç

ö

ø
÷,

其中λ１􀅰λ２ ≠０,α≠０,β＞０.通常前三种标准形对

应的奇点称为双曲奇点,第四种称为线性中心奇点,
第五种称为半双曲奇点.由于Chavarriga等[１] 中已

经证明的结果,为证明任何初等奇点都存在逆积分

因子,只需研究共振结点、共振鞍点(即非Siegel双

曲鞍点)、线性中心以及半双曲奇点的逆积分因子的

存在性即可.
命题１[４]　 对于系统(９),如果λ１􀅰λ２ ＞０,且

λ２/λ１ ＝m ∈N(即系统(９)的原点是共振结点),则
存在一个C∞ 坐标变换

　(x,y)＝ (X,Y)＋F(X,Y),(X,Y)∈Ω (１０)
其中F的最低次数至少是２次的C∞ 向量值函数,并
且Ω⊂R２ 是原点O的一个邻域,它把系统(９)变换

成下面的正规形

dX
dt ＝P１(X,Y)＝λ１X,

dY
dt ＝Q１(X,Y)＝λ２Y＋δXm (１１)

其中δ＝０或者１.
推论１　 系统(１１)存在一个逆积分因子

V１(X,Y)＝Xm＋１ (１２)
证明:令φ(X,Y)＝Xm＋１,则

∂P１

∂X ＋∂Q１

∂Y
∂φ
∂XP１＋∂φ

∂YQ１

＝ λ１＋λ２

(m＋１)Xm＋１λ１
．

由引理２知,系统(１１)有逆积分因子:

V(φ(X,Y))＝e∫
λ１＋λ２
(m＋１)

１
φ(X,Y)dφ

φ＝Xm＋１＝Xm＋１．

证毕.
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命题２[４]　 对于解析系统(９),如果λ１􀅰λ２ ＜０,
且λ２/λ１ ＝－p/q∈Q,其中p和q是自然数(即系统

(９)的原点是－p∶q型共振鞍点),则存在一个C∞

坐标变换

(x,y)＝ (X,Y)＋F(X,Y),(X,Y)∈Ω,
其中F的最低次数至少是２次的C∞ 向量值函数,并
且Ω⊂R２ 是原点O的一个邻域,它把系统(９)变换

成下面的正规形:

dX
dt ＝P１(X,Y)＝X λ１＋f１(XpYq)( ),

dY
dt ＝Q１(X,Y)＝Y λ２＋f２(XpYq)( ) (１３)

其中f１ 和f２ 是仅为XpYq 的C∞ 函数.
推论２　 系统(１３)存在一个逆积分因子

V２(X,Y)＝H XpYq( ) (１４)
其中 H 是仅为XpYq 的C∞ 函数.

证明:令φ(X,Y)＝XpYq,因为

∂P１

∂X ＝λ１＋f１(XpYq)＋pXpYqf１′(XpYq),

∂Q１

∂Y ＝λ２＋f２(XpYq)＋qXpYqf２′(XpYq),

所以

∂P１

∂X ＋∂Q１

∂Y
∂φ
∂XP１＋∂φ

∂YQ１

＝

λ１＋λ２＋f１(φ)＋f２(φ)＋φ[pf１′(φ)＋qf２′(φ)]
φ[pλ１＋pf１(XpYq)＋qλ２＋qf２(φ)]

:＝G(φ(x,y))．
由引理２知,系统(１３)有逆积分因子:

V２(X,Y)＝e∫
G(φ)dφ

φ＝XpYq:＝H XpYq( ),

其中 H 是仅为XpYq 的C∞ 函数.
命题３[４]　 对于解析系统(９),如果原点是线性

中心,则O(０,０)或者是系统(９)的中心,或者是系

统(９)的(细)焦点.具体地,存在一个C∞ 坐标变换

(x,y)＝ (X,Y)＋F(X,Y),(X,Y)∈Ω,
其中F的最低次数至少是２次的C∞ 向量值函数,并
且Ω ⊂R２ 是原点O的一个邻域,它把系统(９)变换

成下面的正规形

dX
dt ＝－Y＋X∑

∞

l＝１
al X２＋Y２( )l ＝－Y＋Xh(X２＋Y２)

dY
dt ＝X＋Y∑

∞

l＝１
al X２＋Y２( )l ＝X＋Yh(X２＋Y２)

(１５)
其中h是仅为X２＋Y２ 并且满足h(０)＝０的C∞ 函

数.特别地,如果h(X２＋Y２)≡０,则原点是中心;如
果h(X２＋Y２)≢０,则原点是细焦点.

推论３　 如果h(X２＋Y２)≡０,则系统(１５)存

在一个逆积分因子V３(X,Y)＝１;如果h(X２＋Y２)

≢０,则系统(１５)存在一个逆积分因子

V４(X,Y)＝ (X２＋Y２)h(X２＋Y２) (１６)
证明:如果h(X２＋Y２)≡０,结论显然成立;如

果h(X２＋Y２)≢０,令φ(X,Y)＝X２＋Y２,则

∂P
∂x＋∂Q

∂y
∂φ
∂xP＋∂φ

∂y
Q

＝φh′＋h
φh

．

由引理２知,系统(１５)有逆积分因子:

V３(φ(X,Y))＝e∫
φh′＋h
φh

dφ

φ＝X２＋Y２

＝ (X２＋Y２)h(X２＋Y２)．
证毕.

最后,设λ１ ＝０和λ２ ＝λ＞０(如果λ＜０只需

把t换成－t),即O(０,０)是系统(１)的一个退化初

等孤立奇点,此时系统(９)可以写成

dx
dt＝g１(x,y),dy

dt＝λy＋g２(x,y) (１７)

令y＝φ(x)是方程λy＋g２(x,y)＝０在原点

O(０,０)的一个邻域中的解,并且假设函数ψ(x):＝
g１ x,φ(x)( )可以表示为ψ(x)＝amxm ＋o(xm),其
中m≥２且am ≠０.则总存在一条在原点切于y－轴

的解析不变曲线(称之为强不稳定流形),使得在这

条曲线上,系统(９)解析共轭于

dy
dt＝λy (１８)

命题４[４]　 存在一个C∞ 坐标变换

(x,y)＝ (X,Y)＋F(X,Y),(X,Y)∈Ω,
其中F 的最低次数至少是２次的光滑向量值函数,
并且Ω ⊂R２ 是原点O 的一个邻域.具体地,存在一

个实C∞ 变量变换

x＝X＋F１(X,Y),

y＝Y＋F２(X,Y),(X,Y)∈Ω (１９)
其中F１ 和F２ 的最低次数至少是２次的C∞ 函数,并
且Ω⊂R２ 是原点O的一个邻域.它把系统(１７)变换

成下面的正规形

dX
dt ＝－Xm １＋aXm－１( ),dY

dt ＝λY (２０)

其中a∈R.
推论４　 系统(２０)存在一个逆积分因子:

V５(X,Y)＝YXm(１＋aXm－１) (２１)
证明:由于
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dY
dX ＝ λY

－Xm(１＋aXm－１),

从而得到λYdX＋Xm(１＋aXm－１)dY＝０,显然u(X,Y)

＝ １
λYXm(１＋aXm－１)为系统(２０)的积分因子,从而

V５(X,Y)＝YXm(１＋aXm－１)为系统(２０)的一个逆

积分因子.证毕.
根据上面的分析,结合文献[１]中已经得到的

粗焦点、非共振双曲结点以及Siegel双曲鞍点这些

特殊类型初等奇点解析逆积分因子的存在性与唯一

性,可以给出下面的结果:
定理１　 如果原点O 是解析系统(１)的初等奇

点,则在该奇点的某个邻域内总存在C∞ 的逆积分

因子.

２　结　语

微分方程的奇点可以分为初等奇点、幂零奇点

(即线性化矩阵为非零矩阵但它的两个特征值均为

零)与线性零奇点(即线性化矩阵为零矩阵).对于

初等奇点,Chavarriga等[１]已给出微分方程的粗焦

点、非共振结点及Siegel双曲鞍点的邻域中解析逆

积分因子的存在唯一性,而对细焦点、共振结点、共
振鞍点以及初等退化奇点附近的逆积分因子存在性

问题没有涉及.本文利用初等奇点的正规形结合坐

标变换前后微分方程逆积分因子之间的关系,证明

了在解析微分方程的所有初等奇点(包括双曲奇点

与半双曲奇点)的某个邻域中总存在光滑逆积分因

子,这完整地解决了初等奇点逆积分因子的存在性

问题.至于幂零奇点与线性零奇点的邻域中是否存

在逆积分因子有待后期研究.
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ExistenceofInverseIntegratingFactorsatElementarySingularPoint
LIUYan,HUANGTusen

(SchoolofSciences,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China)

Abstract:Sincethereexistscloselyrelationshipbetweentheexistenceofinverseintegratingfactors
andtheintegrabilityofanalyticplanarsystem,itisanimportanttooltostudytheintegrabilityproblemof
analyticplanarsystem．Forananalyticplanarsystemwithanelementarysingularpoint,theexistenceof
theinverseintegratingfactorforitsassociatednormalformisproved,andtheexpressionoftheinverse
integratingfactorisgiven．Thenbyusingtherelationshipbetweeninverseintegratingfactorsofthe
originalsystemandthetransformedsystembyacoordinatetransformation,theresultthatthereisalways
aninverseintegratingfactorsatanelementarysingularpointisproved．

Keywords:inverseintegratingfactor;elementarysingularpoint;normalform
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