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热方程边界值决定反问题的数值方法
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(１．浙江理工大学理学院,杭州３１００１８;２．丽水学院工程与设计学院,浙江丽水３２３０００)

　　摘　要:给出了求解热方程边界值决定反问题的直接差分法和配置法两种数值算法.直接差分法采用 Euler
向后差分格式;配置法把反问题化为拟解问题,利用 Lagrange插值基函数构造有限维逼近,从而将问题转化为求解

一个代数方程组,最后采用正则化方法求解.数值结果表明:直接差分法的反演结果在区间的左端有较强的振荡,

而配置法能够整体恢复左边界值,并且配置法可灵活选择正问题的数值格式获得较高的精度.
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０　引　言

自然科学与工程技术上的许多问题都可以归结

为反问题,其中一类重要的反问题称为边界值决定

反问题,即由可接触的边界或容易接触的边界(值)
的信息决定不可接触或不易接触的边界(值)的信

息.例如,织物外侧的温度和湿度容易测量,但织物

与人体之间的温度不易测量.类似的例子还有无损

检测、高炉炼铁等,甚至地震预测也可以归为这类问

题[１Ｇ２].
本文研究热方程的边界值决定反问题.该问

题是不适定的,输入数据的微小误差可能导致数

值解的巨大变化,因此需要采用正则化技巧给出

稳定的数值方法[３].目前已有不少这方面的工

作,主要可以归为两类方法:差分法和 Fourier变

换方法.
对于差分法,Murio[３]提出了完全显示且稳定

的空间差分推进格式.利用具有平均核的离散卷积

过滤噪声数据,Murio把该类反问题转化为一个适

定性问题,然后使用空间推进的差分格式求解.
Elden[４]研究了时间差分推进格式的正则化效应,发
现时间差分可以防止解在高频部分发生爆破,即时

间方向的差分具有正则化效应.
另外一类为 Fourier变换方法,该方法把偏微

分方程从空间域转化到频率域,从而获得复变量的

常微 分 方 程.对 该 常 微 分 方 程,Hao[５] 给 出 了

Fourier逆变换下的显示解,发现反问题不稳定正是

高频部分造成的.对显示解的不同处理可获得不同

的数值方法,如 Fourier正则化方法、谱正则化方

法、Tikhonov法、小波方法和最优过滤法等[６Ｇ９],这
些方法统称为Fourier变换方法.

以上两类方法各有优缺点.差分方法简单,容
易实施,但对复杂方程很难给出误差估计,而且不同

差分格式的结果往往呈现较大差异.Fourier变换

方法对空间变量进行 Fourier变换,这要求方程系

数仅依赖于空间变量,尤其对非线性问题,Fourier
变换难以实施,这限制了 Fourier变换方法的适用

范围.

Hasanov等[１０]用配置法求解了一类反问题,即
时 间 后 向 的 抛 物 型 问 题 (backward parabolic
problems,BPP),获得了稳定且较高精度的数值解.
本文将配置法用于求解热方程边界值决定反问题.
配置法是对原问题的有限维逼近,通过对反演函数

进行插值,将反问题转化为一系列以插值基函数为



输入数据的正问题和一个不适定的代数方程组,而
正问题是稳定的,因此配置法可以有效地抑制反问

题的不稳定性.本文给出了直接差分法和配置法的

数值结果,并对两种方法进行了比较.

１　热方程边界值决定反问题

热方程边界值决定反问题可用下面一般的方程

表示:
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其中:u∈C２,１((０,１)× (０,T))为温度;κ(x,t)∈
C１,０((０,１)×(０,T))表示热传导率;Θ(x,t)表示源

项(辐射项和蒸发冷凝项);v(x,t)为初始条件;

φ(t),Q(t)表示该方程边界条件;T 表示时间变量

的上界.反问题的目的是通过求解问题(１)来决定

左边界值u(０,t).本文称问题 (１)为IP(inverse
problems).

上述反问题可等价描述为求解P(t),使得满足

方程组:
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且
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易知,对于可测量数据:初边值、热传导率κ(x,t)
和源项Θ(x,t),若初边值发生变化时,若问题(２)的

解并不是线性依赖于左边界值P(t)的解,但可以通

过如下处理进行线性化.令u＝w＋z,其中w、z分别

满足:
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显然w关于P(t)是线性的,而z可以直接求解.

定义算子

f(P)＝∂u[P]
∂x x＝１

－Q(t)＝∂w[P]
∂x x＝１

＋

∂z
∂x x＝１

－Q(t):＝∂w[P]
∂x x＝１

－􀭾Q(t),

则反问题归结为求算子方程

f(P)＝０
的零点.可考虑最小二乘解,即求如下泛函的极小

元:

F:L２[０,T]→ [０,＋∞),

F(P)＝∫
T

０

∂w[P]
∂x x＝１

－􀭾Q(t)[ ] ２dt (４)

以上优化问题的解称为IP的拟解.

２　 数值算法

本节考虑IP的数值算法,即直接差分法和配置法.

２．１　 直接差分法

考虑定义域在(０,１)×(０,T)上的函数u(x,t),
定义域空间离散为０＝x０ ＜x１ ＜ 􀆺 ＜xM ＝１,时
间离散为０＝t０ ＜t１ ＜ 􀆺 ＜tN ＝T,其中:xk ＝
kh,h＝L/M,k＝０,１,２,􀆺,M;tj ＝τj,τ＝T/N,

j＝０,１,２,􀆺,N．uj
i 为u(xi,tj)的数值解,则式(２)

有如下的隐式差分格式:
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令s＝τ/h２,式(５)可等价如下线性方程组:
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即:
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其中:

Ai,i ＝１＋s(κi＋１
i ＋κi＋１

i＋１),Ai,i＋１ ＝－sκj＋１
i＋１,

Ai－１,i ＝－sκj＋１
i ,Ai,j ＝０(|iＧj|＞１);

Uj ＝ [uj
１,uj

２,􀆺,uj
MＧ２]T;

Θj ＝ [Θj
１,Θj

２,􀆺,Θj
MＧ２]T;

Bj＋１
M ＝ [０,０,􀆺,sκj＋１
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M uj
MＧ
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２．２　 配置法

用配置法求解(４)的算法如下:

Step１　 用Lagrange基函数对边界值P(t)进

行插值,即:

P(t)＝ ∑
n

i＝０
λiψi(t)．

由于所考虑的问题是线性的,因此有:

w[P]＝w[∑
n

i＝０
λiψi]＝ ∑

n

i＝０
λiw[ψi]．

Step２　 泛函(４)可写为

F(λ)＝∫
T

０
∑
n

i＝０
λi

∂w[ψi]
∂x x＝１

－􀭾Q(t)[ ] ２dt,

由极值的必要性:

∂
∂λk

F(λ０,λ１,􀆺,λn)＝０,k＝０,１,􀆺,n,

从而有线性方程组

Aλ＝b (７)
其中A ＝ (aij),b＝ (b０,b１,􀆺,bn)T,而

aij ＝∫
T

０

∂w[ψi]
∂x

∂w[ψj]
∂x x＝１

dt,

bk ＝∫
T

０

􀭾Q(t)∂w[ψk]
∂x x＝１

dt．

Step３　 通过求解以基函数为左边界条件的正

问题,获得∂w[ψk]
∂x x＝１

,k＝０,􀆺,n,从而获得aij 和

bk.

Step４　 如果矩阵A 的条件数较大,则采用正

则化方法求解,如广义交叉校验 Tikhonov正则化

法、广义交叉校验 TSVD正则化法[１１Ｇ１３],否则直接

用最速下降法[１４] 求解.

３　 数值模拟

算例１:考虑如下问题:

ut ＝２uxxＧex＋t,(x,t)∈ (０,１)×(０,１)

u(x,０)＝ex,x∈ [０,１]

u(１,t)＝e１＋t,ux(１,t)＝e１＋t,t∈ [０,１]

ì

î

í

ïï

ïï
．

易知该问题有唯一解u(x,t)＝ex＋t,从而u(０,t)

＝et.

a)直接差分法的数值结果

取步长τ＝１/１００,h＝１/２００,直接差分法的数

值解与精确解见图１和图２.
从图１和图２中可以得出,左边界值在区间的

左侧具有明显的振荡,为此进行截断,见图３.

(a)精确解

(b)数值解

图１　u(x,t)精确解与数值解

图２　u(０,t)数值解与精确解

图３　u(０,t)截断后的数值解与精确解
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　　 图３表明,截断后的图像与精确解吻合.在实际

运用中,若考虑长时间后的扩散或传递行为,差分法

不论在计算时间上还是数值精度上都满足工业

要求.

b)配置法的数值结果

取Lagrange基函数的阶n＝５,反问题离散为

N ＝１００,M ＝２００,计算(７)时矩阵A 的条件数为

１．５９４×１０４,可直接采用最速下降法求解.
对右边界u(L,T)数据在不同噪声水平下,

u(０,t)数值解与精确解如图４所示.

图４　 不同噪声δ下u(０,t)数值解与精确解

　　 图４表明:配置法的反演结果并没有产生振荡,
且具有较高的精度,因此对整体反演结果,配置法比

较合适.
通常的数值误差可描述为:绝对误差 Ea ＝

max
i

(|uiＧui
e),相对误差Er ＝max

i

|uiＧui
e|

ui
e

{ },其中

ui、ui
e 分别表示在u(０,ti)的数值解与真实解,表１

表示配置法在不同噪声下对误差的影响.

表１　 配置法误差结果

δ ５×１０－２ １×１０－２ ５×１０－３ １×１０－３ １×１０－４

Ea ０．０８９５ ０．０４０５ ０．０３３８ ０．０３１１ ０．０３０７

Er ０．０６７８ ０．０３０５ ０．０２３１ ０．０１９７ ０．０１８７

　　 通过不同阶的Lagrange基函数进行数值计算,
结果如图５所示.

图５　 噪声δ＝１％ 时u(０,t)的数值解与精确解

　　 从图５(a)可以发现数值解误差比较小,但在提

高Lagrange基函数的阶数为１５时(见图５(b)),计
算精度并没有因为阶的增大而提高,这可能是高次

插值的龙格现象[１４].为此可尝试采用Chebyshev多

项式的零点作为插值节点以避免龙格现象,数值结

果如图６所示.从图６中可以发现,在端点处同样出

现较大误差,这是算法本身的原因.事实上,对以

每个基函数为左边界值的正问题,误差在原点附

近都是最大,因此误差是由正问题的数值算法导

致的.

８４９ 　　　　　　　　　　　　　　浙　江　理　工　大　学　学　报 ２０１６年　第３５卷



图６　 噪声δ＝１％ 时u(０,t)的数值解和精确解

算例２　 考虑如下方程:

ut ＝ ∂
∂x ex∂u

∂x
æ

è
ç

ö

ø
÷＋ex(costＧ２exsint),

　　(x,t)∈ (０,１)×(０,１)
u(x,０)＝０,x∈ [０,１]
u(１,t)＝esint,ux(１,t)＝ecost,t∈ [０,１]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,

已知上述方程精确解:u(x,t)＝exsint,从而初始条

件为:u(０,t)＝sint．
a)差分法的数值结果

取步长为τ＝１/１００,h＝１/４００边界u(０,t)数

值解与精确解如图７所示.
图７中同样发现:在若干个时刻的数值结果有明

显的振荡,并且在振荡后数值解与真实解非常接近.
b)配置法的数值结果

取Lagrange基函数的次数n＝５,反问题空间

离散取N ＝１００,M ＝２００,计算(７)时其矩阵的条

件数为８６．３４３７,直接采用最速下降法.
图７　u(０,t)数值解与精确解

图８　 噪声δ＝０．０１时u(０,t)数值解与真实解
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　　 从图８可以看出,配置法克服了直接差分法在

起始时刻产生的较强的振荡,从而获得整个区间上

的稳定解.

４　结　论

本文采用直接差分法和配置法研究了一类热方

程边界值决定反问题,并给出相关数值计算.直接

差分法只需简单迭代,用时短,但数值结果表明,直
接差分法在区间左端具有明显的振荡.因此,若考

虑长时间后的扩散或传递行为,直接差分法在时间

损耗和数值精度上都能满足工业要求.配置法把反

问题转化为一系列的正问题,通过灵活选取正问题

的数值格式,不仅能够获得较高的精度,而且对于初

边值在不同的噪声水平下都可以避免较强的振荡.
但是配置法需要求解大量正问题,为此可采用并行

计算缩短计算时间.综上分析,配置法对热方程边

界值决定反问题比直接差分法具有更强的适用性.
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NumericalMethodsofInverseProblemofBoundaryValue
DeterminationofHeatEquation

CHENFenglei１,MAZhengyi１,２

(１．SchoolofScience,ZhejiangSciＧTechUniversity,Hangzhou３１００１８,China;２．Institute
ofEngineeringandDesign,ZhejiangLishuiUniversity,Lishui３２３０００,China)

Abstract:Inthispaper,adirectdifferencemethodandacollocationmethodareappliedtosolvean
inverseproblemofboundaryvaluedeterminationofheatequation．Thedirectdifferencemethodadoptsthe
Eulerbackwarddifferencescheme．ThecollocationmethodfirstformulatestheinverseproblemtoaquasiＧ
solutionproblem andthenusesbasefunctionofLagrangeinterpolationtoconstructfinitedimension
approximation．Inthisway,theoriginalproblemisturnedintosolutionofasystemofalgebraicequations．
Finally,regularizationmethodisusedtosolve．Numericalresultshowsthattheinversionresultofdirect
differencemethodpresentsstrongfluctuationattheleftendofinterval,whilethecollocationmethodcan
recovertheleftboundaryvalueonthewholeandiseasytoobtainhigherprecisionbychoosingappropriate
numericalformatofthedirectproblem．

Keywords:inverseproblemofboundaryvaluedetermination;directdifferencemethod;collocation
method;regularization;Lagrangeinterpolation
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