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并联机构可以实现
#

个转动自由度及
%

个移动自由度#文章对该机构结构进行了静力学

分析(通过构件矢量法分别对
#79XZ7ZX9

并联机构分支杆件及动平台建立静力平衡方程#再由该并联机构杆件小

变形原理建立变形协调方程#最后统一到动坐标系中求解该机构在不同运动算例下的驱动力'约束力随时间的变化

曲线(结果表明#该机构绕
M

轴的转动自由度对驱动力的影响较大(研究结果可为
#79XZ7ZX9

并联机构运动学分

析'动力学分析及控制过程实现等后续研究提供静力学理论基础(

关键词"并联机构&少自由度&静力学分析

中图分类号"

8X#I

!!

文献标志码"

Q

!

文章编号"

%&F!7!G"%

"

#$%&

#

$!7$!F#7$F

!

引用页码"

$"$I$%

!

!

引
!

言

少自由度并联机构'

%

(的自由度少于
&

$与串联

机构相比$少自由度并联机构刚度大&运动精度高&

负载能力强*与
&

自由度并联机构相比$少自由度并

联机构结构简单&驱动关节少&易于控制&成本较低$

因此少自由度并联机构具有更好的应用前景'

#7!

(

$已

成为当下研究的热点%

机构静力学分析在实际的工业应用中非常重

要$许多机械设备在实际应用中都需要很强的静承

载力$如机床定点工作&天文望远镜等%并联机构静

力分析是并联机构设计中重要内容$包括驱动力&运

动副上约束力及机构最大载荷等$它是动力学分析&

结构设计&强度校核等的基础%

目前并联机构的静力学分析研究已经取得一定

的进展$文献中所涉及的机构静力分析方法有螺旋

理论法&矢量法&影响系数法等%

)̀O1*<

等'

I

(通过

对机构静力学分析来判断机构奇异边界%赵燕

等'

"7&

(分析了并联机构运动副上的主动力和约束力

情况%李永刚等'

F

(在微分流形理论的基础上$指出

了机械臂末端执行器的广义力空间%高峰等'

G

(提出

了一种新型机器人五维力和力矩传感器$并分析其

力学特性$发现它的解耦和各向同性%

\)

'

E

(利用虚

功原理求解空间并联机构的驱动力和被动力%周玉

林等'

%$7%%

(通过拆杆法以及考虑机构微小变形建立并

联机构的静力学模型$分析各运动副上受力情况%

李永泉等'

%#

(通过建立大量的变形协调方程对二自

由度冗余驱动并联机构进行静力全解%艾青林

等'

%!

(论述了以刚性杆&柔性杆连接并联机构动定平

台时机构的静力特性%

本文采用矢量法建立机构的静力学平衡方程$

并利用构件小变形叠加原理建立变形协调补充方

程$对
!

自由度并联机构
#79XZ7ZX9

进行静力学

分析$求得该机构的驱动力及运动副约束反力随时间

的变化曲线$以期为该机构的运动学分析&动力学分

析及控制过程实现等后续研究提供静力学理论基础%

"

!

#FMHDFDHM

并联机构简介

#[9XZ7ZX9

并联机构包含定平台&动平台以

及
!

个分支$其示意图如图
%

所示%分支
%

&

#

为
9XZ

分支$分支
!

为
ZX9

分支"

9

表示万向铰$

X

表示移

动副$

Z

表示转动副#%动平台通过
=

%

&

=

#

处的
#

副



以及
=

!

处的
9

副与
!

分支连接在一起*定平台通过

6

%

&

6

#

处的
9

副以及
6

!

处的
Z

副与
!

分支连接在

一起%

!

个分支的驱动副为
X

副$即图
%

中
4

+

"

+

>

%

$

#

$

!

#%机构中动平台与定平台形状均为等腰直角三

角形$即
06

%

>

06

#

>

06

!

>

G

%

&

'=

%

>

'=

#

>

'=

!

>

G

#

%定坐标系原点
0

位于
5

6

%

6

#

6

!

斜边中点处$

动坐标系原点
'

位于
5

=

%

=

#

=

!

斜边中点处%

图
%

!
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并联机构示意图

固定坐标系中
E

轴与
06

!

重合$

L

轴与
06

%

重

合$

.

轴为垂直向下*动坐标系中
M

轴与
'=

!

重合$

]

轴与
'=

%

重合$

!

轴方向根据右手螺旋法则确定%对

于分支
%

&

#

的分支坐标系$

F

+

"

+

>

%

$

#

#轴与
=

%

&

=

#

处的
Z

副轴线重合$方向如图
%

所示$

R

+

"

+

>

%

$

#

#轴

与分支
%

&

#

的杆件重合$方向如图
%

所示$

Q+

"

+

>

%

$

#

#轴的方向根据右手螺旋法则确定%对于分支
!

的

分支坐标系$

F

!

轴与
6

!

处的
Z

副轴线重合$方向如

图
%

所示$

R

!

轴与分支
!

的杆件重合$方向如图
%

所

示$

Q!

轴方向根据右手螺旋法则确定%

=

%

&

=

#

处的
Z

副轴线平行于
M

轴$

6

!

处的
Z

副轴线平行于
L

轴%

此外$

!

+

"

+

>

%

$

#

#表示
R

+

"

+

>

%

$

#

#与
!

轴之间的夹

角$

!

!

表示
R

!

与
.

轴之间的夹角%

根据柴馨雪等'

%I

(对
#[9XZ7ZX9

并联机构奇

异性分析可知$该并联机构具有
#

转动
%

移动
!

自由

度%在图
%

中$该机构的
!

个自由度分别为绕
L

轴&

M

轴的转动以及沿移动副方向的移动%

(

!
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并联机构静力分析

作用在动平台上中心点处的力)力矩在动坐标

系
'[M]!

中可表示为
&

维力)力矩形式!

V

Z

>

"

;

ZF

$

;

Z

Q

$

;

ZR

$

SZF

$

SZ

Q

$

SZR

#

8

"

!

#

由于
&

维力)力矩的作用使得各分支杆件的上

部"

M

+

#和下部"

^

+

#所受到的力)力矩表示为下列

形式!

V

+

*

>

"

;

+

*

F

$
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+

*Q

$
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+

*
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$

S
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*

R

#

8

"

*

>

M

+

"

^

+

##

"

I

#

其中!

+

表示分支*

M

+

表示分支上部$即
6

+

4

+

*

^

+

表示

分支下部$即
4

+

=

+

*

*

为
M

+

或̂
+

%

通过将分支杆件的
M

+

和̂
+

受到的力)力矩简化

到其质心处$得到!

V

+

*

"

>

"

;

+

*

"F

$

;

+

*

"

Q

$

;

+

*

"R
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S
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*
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$

S

+

*

"

Q

$

S

+

*

"R

#

8

"

*

>

M

+

"

^

+

##

"

"

#

其中!

*

"

表示
M

+

或̂
+

的质心位置%

由图
%

得分支坐标系向动坐标系的旋转矩阵$

即!

#

<

%

>

% $ $

$ ;

!

%

I

6

!

%

$ 6

!

%

;

!

#

$

%

&

%

"

&,

#

#

<

#

>

I

% $ $

$

I

;

!

#

6

!

#

$ 6

!

#

;

!

#

$

%

&

#

"

&O

#

#

<

!

>

$ ;

!

!

I

6

!

!

I

% $ $

$ 6

!

!

;

!

#

$

%

&

!

"

&6

#

其中!

;

表示正弦函数
;3+

*

6

表示余弦函数
6(;

%

在动平台上$每个转动副都受到
"

个未知的约

束力)力矩$分别为
S

"

+

#

ZMF

&

S

"

+

#

ZM

Q

&

S

"

+

#

ZMR

&

;

"

+

#

ZM

Q

及
;

"

+

#

ZMR

$万向

铰受到
I

个未知的约束力)力矩$分别为
S

"

!

#

ZMF

&

S

"

!

#

ZM

Q

&

S

"

!

#

ZMR

以及
;

"

!

#

ZMR

%在定平台上$每个万向铰都受到
I

个

未知的约束力)力矩$分别为
S

"

+

#

'̂F

&

S

"

+

#

'̂

Q

&

S

"

+

#

'̂R

以及

;

"

+

#

'̂R

$转动副受到
"

个未知的约束力)力矩$分别为

S

"

!

#

'̂F

&

S

"

!

#

'̂

Q

&

S

"

!

#

'̂R

&

;

"

!

#

'̂

Q

以及
;

"

!

#

'̂R

%此外$

!

个分支上的移

动副受到
"

个未知的约束力)力矩$分别为
S

"

+

#

M̂F

&

S

"

+

#

M̂

Q

&

;

"

+

#

M̂F

&

;

"

+

#

M̂

Q

以及
;

"

+

#

M̂R

%图
#

,图
I

分别表示该机构

分支
6

+

=

+

"

+

>

%

$

!

#受力示意图&

^

+

"

+

>

%

$

!

#受力示

意图以及机构动平台受力示意图%

图
#

!

分支静力)力矩示意图

!F!

第
!

期 王中林等!
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并联机构的静力学分析



图
!

!

分支下部静力)力矩示意图

图
I

!

动平台静力)力矩示意图

!!

由图
#

可得
6

+

=

+

"

+

>

%

$

#

$

!

#力平衡方程为!

S

"

+

#

ZM

T

S

"

+

#

'̂

T

S

"

+

#

M"

T

.

"

+

#

"̂

>

$

"

+

>

%

$

#

$

!

# "

F

#

6

+

=

+

"

+

>

%

$

#

#的力矩平衡方程为!

:

+

W

S

"

+

#

ZM

T

%

+

W

S

"

+

#

M"

T

A

+

W

S

"

+

#

"̂

T

;

"

+

#

ZM

T

;

"

+

#

'̂

>

$

"

G

#

6

!

=

!

的力矩平衡方程为!

:K

!

W

S

"

!

#

ZM

T

%K

!

W

S

"

!

#

M"

T

AK

!

W

S

"

!

#

"̂

T

!!

;

"

!

#

ZM

T

;

"

!

#

'̂

>

$

"

E

#

其中
:

+

&

%

+

&

A

+

表示从
6

+

处出发的分支坐标系中的

矢径$

:K

!

&

%K

!

&以及
AK

!

表示从
=

!

处出发的分支坐

标系中的矢径%

S

"

+

#

6

&

S

"

+

#

#

表示分支杆件中移动副处

的驱动力及反力$它们大小相等$方向相反$可以得

到
^

+

力平衡方程为!

S

"

+

#

M̂

T

S

"

+

#

6

T

S

"

+

#

ZM

>

$

"

+

>

%

$

#

$

!

# "

%$

#

^

+

的力矩平衡方程为!

X

"

+

#

^

W

S

"

+

#

M̂

T

;

"

+

#

M̂

T

;

"

+

#

ZM

>

$

"

+

>

%

$

#

$

!

#"

%%

#

动平台处的力)力矩平衡方程为!

'

!

+

>

%

S

"

+

#

ZM

T

SZ"

>

$

'

!

+

>

%

G

#

W

S

"

+

#

ZM

T

;

"

+

#

ZM

T

;

Z

>

)

*

+

$

"

%#

#

通过 上 面 分 析$分 别 对
#[9XZ7ZX9

中

6

+

=

+

"

+

>

%

$

#

$

!

#&

^

+

"

+

>

%

$

#

$

!

#以及动平台建立

静力平衡方程$可以得到
I#

个平衡方程$但并联

机构存在
I"

个变量$所以还需建立
!

个变形协调

方程%对于
^

+

"

+

>

%

$

#

$

!

#$力矩
;

"

+

#

ZMR

作用在上面

时$杆件不发生扭转变形$可以得到机构变形协

调方程为!

;

"

+

#

ZMR

>

$

"

+

>

%

$

#

$

!

# "

%!

#

因此可以得到总共
I"

个平衡方程$其中有
%F

个方

程中包含主动力及约束反力$写成矩阵形式为!
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%
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X

%
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$ $ $ $ $ $ $ % $ $ $ $ $ $ $ % $
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!

$ $ $ $ $

$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ % $ $ $ %
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% $ $ $ $

I

% $ $ $ $ $ ;

!
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I

6

!

!
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%

I

6
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;
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6
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%
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$
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%
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F̂

$

;

"

#

#

M

Q

T

;

"

#

#

^

Q

$

S

"

#

#

"̂R

$

$

$

;

"

!

#

MF

T

;

"

!

#

F̂

$

S

"

!

#

"̂R

$

$

$

SZ"F

$

SZ"

Q

$

SZ"R

$

;

ZF

$

;

Z

Q

$

;

" #

ZR

8

"

%I

#
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$

!

#FMHDFDHM

并联机构数值算例

选取
#[9XZ7ZX9

并联机构尺寸参数时$需考

虑该机构占地面积&机构平台之间及平台与杆件之

间协调性"如定平台尺寸大于动平台尺寸#&实际的

装配问题等%在本文算例中$参数值根据经验选取$

参数值选取不同其静力学分析结果不同%为使

#[9XZ7ZX9

并联机构静力求解过程简单化&求解结

果容易验证$文中假设该并联机构动平台只受到沿
!

轴方向的力$即
V

1

>

G$>

$其中动平台所受的力改变

之后$该机构静力学求解结果也将随之变化%综上所

述$

#[9XZ7ZX9

并联机构相关参数如表
%

所示%

表
"

!

参数值

变量
G

%

G

#

R

$

X

"

+

#

M

V

1

值
$@IK $@!K $@"K $@!K G$>

!!

因为并联机构具有
!

个自由度$本文用
R

表示

在
.

轴上的移动$

!

表示绕
M

轴转动$

"

表示绕
L

轴转

动%在初始位型处$并联机构动平台与定平台处于平

行位置$动平台中心点
'

处受到轴向力
V

1

$沿
!

轴

方向%由于机构低速运转$所以不考虑机构内部作用

力$可得!

;

"

%

#

MF

T

;

"

%

#

F̂

;

"

%

#

M

Q

T

;

"

%

#

^

Q

S

"

%

#

*

+

6

7

"̂R

>

;

"

#

#

MF

T

;

"

#

#

F̂

;

"

#

#

M

Q

T

;

"

#

#

^

Q

S

"

#

#

*

+

6

7

"̂R

>

;

"

!

#

MF

T

;

"

!

#

F̂

S

"

!

#

"̂R

*

+

6

7

$

>

;

ZF

;

Z

Q

;

*

+

6

7

ZR

>

$

"

%"

#

I@%

!

算例
%

机构处于初始位置$保持
!>

"

>

$

不变$改变
R

的值$其中
R

为非全局变化%算例
%

示意图如图
"

所

示%设
]

R

>

$

$

$

$

$D$#K

)

" #

;

8

$

N

>

%$;

%

图
!

"

!

算例
%

示意图

如图
"

所示$在初始位型下该并联机构只作垂

直向下运动$所以该机构各分支杆长长度一致$即!

X

>

X

%

>

X

#

>

X

!

>

R

#

T

"

G

%

I

G

#

#槡 #

"

%&

#

及

!>!

%

>!

#

>!

!

>

,*6<,+

G

%

I

G

#

" #

R

"

%F

#

将式"

%&

#和式"

%F

#代入到式"

%I

#$可以求解出

并联机构的
!

个驱动力随时间的变化曲线$如图
&

所示驱动力
S

"

%

#

6

>

S

"

#

#

6

$

S

"

!

#

6

>

$

%机构其余运动副

上所受到的约束力)力矩可以根据其余平衡方程求

解得到$如图
&

"

O

#

H

"

]

#所示%

图
&

!

驱动力及约束反力

"F!
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I@#

!

算例
#

机构处于初始位型$

R

>

R

$

&

"

>

$

&

!>

!$_

$

改变
!

的值$其中的变化范围为非全局的%算例

#

示意图如图
F

所示$令
]

R

>

$

&

'

!

>

&

_

)

;

&

N

>

%$;

%

本例中
X

%

(

X

#

(

X

!

&

!

%

(

!

#

(

!

!

$通过该位型

下的几何关系$可以得到并联机构的驱动力及各运

动副的约束反力$算例
#

中驱动力&约束力随时间变

化曲线如图
G

所示%相比于算例
%

$由于角度
!

的变

化$算例
#

中
S

"

%

#

6

(

S

"

#

#

6

$且两曲线在
N

>

";

出呈对

称分布$

S

"

!

#

6

>

$

% 图
F

!

算例
#

示意图

图
G

!

驱动力与约束反力

I@!

!

算例
!

机构处于初始位型$

R

>

R

$

&

!>

$

&

"

>

!$i

$改

变
"

的值$且的变化范围为非全局$算例
!

示意图

如图
E

所示%令
]

R

>

$

&

'

"

>

&_

)

;

&

N

>

%$;

%该算例

中
X

%

>

X

#

(

X

!

&

!

%

>!

#

(

!

!

%算例
!

中驱动力&约束

力随时间变化曲线如图
%$

所示$由于运动过程中

并联机构分支
%

&

#

始终处于对称分布$得
S

"

%

#

6

>

S

"

#

#

6

% 图
E

!

算例
!

示意图
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图
%$

!

驱动力与约束反力

I@I

!

算例
I

令
R

>

R

$

$转角
!

&

"

变化范围为"

I

!$i

$

!$i

#$其

中
!

&

"

的变化范围为非全局%因为
S

"

!

#

6

>

$

$所以图

%%

只给出
S

"

%

#

6

和
S

"

#

#

6

的变化情况%从图
%%

中可以看

出$

S

"

%

#

6

和
S

"

#

#

6

的变化受转角
!

的影响更大%类似地$

可以求解出机构运动副上约束反力的变化图%

图
%%

!

驱动力示意图

'

!

结
!

论

,

#绕
M

轴的转角
!

角对
#[9XZ7ZX9

并联机构

驱动力的影响比绕
L

轴的转角
"

&沿
X

副移动量
R

对

其驱动力的影响更大*

O

#在设计
#[9XZ7ZX9

并联机构时需要考虑

该机构驱动力较大的情形$由于该并联机构运动副

中的约束反力可能会出现较大变化$因此该机构的

强度校核显得尤为重要*

6

#当分析过程中施加于动平台的力不再是单

一的沿
!

轴方向时或者分析中考虑摩擦力和外力

矩时$

S

"

!

#

6

将不会恒为
$

%在设计该并联机构第三个

分支时应考虑该情况%

FF!
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