
浙江理工大学学报!第
!"

卷!第
#

期!

$"#!

年
#

月

%&'()*+&,-./

0

1*)

2

34156/4.7)18/(91:

;

<&+=!"

!

>&=#

!

%*)=$"#!

文章编号!

!"#$5$%&!

"

'(!$

#

(!5(!("5($

收稿日期!

$"#$?"D?#F

作者简介!夏星星"

#F@F?

$#女#安徽巢湖人#硕士研究生#主要从事函数逼近论的研究&

一个重要三角不等式的推广

夏星星
"浙江理工大学理学院!杭州

!#""#@

$

!!

摘
!

要!研究了一个重要三角不等式成立所需条件不断减弱的问题!人们已经将条件中的数列推广到了均值有

界变差数列"

<̀O<3

$&现在通过利用
MK/+

变换和适当放缩等方法!将其进一步推广!得到了在上确界有界变差

"

3O<3

$

$条件下的三角不等式&

关键词!三角不等式#有界变差#推广

中图分类号!

Q#BD=$#

!!!

文献标志码!

M

(

!

引
!

言

如果非负数列3

$

5

4

o

5

J

#

对所有自然数
5

和某个
&

-

$

满足

%

$5

N

J

5

'

$

N

)

X

"

$

$

5

%

(

&

5

)

N

J

(

5

&

)

$

N

#

其中(

B

)表示不超过
B

的最大整数#

'

$

J

$

N

K

$

N

L

#

#

称数列3

$

5

4

o

5

J

#

为均值有界变差数列#简记为

3

$

5

4

o

5

J

#

$

`<O<3

&

本文中使用
X

或者
X

"

$

$表示一个正常数或者

一个仅依赖于
$

的正常数&

三角不等式

9'

d

5

-

#

%

5

N

J

#

91)NB

N

)

!槡
)

是熟知的#在
W&'(1/(

分析中具有重要的应用价值

"参见文献(

#

)#定理
$@A

$&特别在证明三角级数一

致收敛性和
U

Q 可积性时都有应用#目前
[*)

2

和

-.*&

已经将其推广到了均值有界变差"

`<O<

$条

件"参见文献(

$

)$!

定理
!

!

设3

5

=

4是一自然数列#

#

J

5

#

"

5

$

"

5

!

"

0#其倒数满足

%

o

,

J

=

#

5

,

)

.

5

=

#

其中
=

J

#

#

$

#0#

.

(

#

是一个常数#如果非负数列

3

$

5

4

o

5

J

#

$

`<O<3

满足

5$

5

)

!

#

5

J

#

#

$

#0#

则对任意的
B

均有

%

o

,

J

#

%

5

,L

#

K

#

N

J

5

,

$

N

91)NB

)

X

"

$

$

.@

T&('9

最近提出了
3O<3

$

的定义#这是一种

`<O<3

的.边界条件/"参见文献(

!

)$#定义!

如果非负数列3

$

5

4

o

5

J

#

对所有自然数
5

和某个

给定的单调趋于无穷的正数列3

D

"

5

$4

o

5

J

#

满足

%

$5

N

J

5

'

$

N

)

X

"

$

$

"

5

9'

d

=

-

D

"

5

$

%

$=

N

J

=

$

$

N

则称数列3

$

5

4

o

5

J

#

为第二类上确界有界变差数列#记

为3

$

5

4

o

5

J

#

$

3O<3

$

&

将定理
#

的
`<O<3

条件推广到
3O<3

$

#建立!

定理
"

!

设3

5

=

4是一自然数列#

#

J

5

#

"

5

$

"

5

!

"

0#其倒数满足

%

o

,

J

=

#

5

,

)

.

5

=

#

其中
=

J

#

#

$

#0#

.

(

#

是一个常数#如果3

$

5

4

o

5

J

#

$

3O<3

$

满足

5$

5

)

!

#

5

J

#

#

$

#0#

则对任意的
B

均有

%

o

,

J

#

%

5

,L

#

K

#

N

J

5

,

$

N

91)NB

)

X

"

$

$

.@



!

!

定理
'

的证明

B

J

"

或
B

J)

的情形显然是不需要证明的&现

设
B

$

"

"

#

)

$#依次选择
5

与
*

使之满足 )

5

L

#

)

B

"

)

5

#

5

*

)

5

"

5

*

L

#

&因为
N$

N

"

!

#则有

%

*

K

#

,

J

#

%

5

,L

#

K

#

N

J

5

,

$

N

91)NB

L

%

5

N

J

5

*

$

N

91)NB

)

%

*

K

#

,

J

#

%

5

,L

#

K

#

N

J

5

,

$

N

91)NB

L

%

5

N

J

5

*

$

N

91)NB

)

%

5

N

J

#

$

N

NB

)

!5B

"

!

)

@

由已知结论!

%

O

N

J

Q

91)NB

)

.

&

B

#

O

-

Q

-

#

#

有

!

;

aJ

%

5

*

L

#

K

#

N

J

5

L

#

$

N

91)NB

L

%

o

,

J

*

L

#

%

5

,L

#

K

#

N

J

5

,

$

N

91)NB

#

应用
MK/+

变换可以看出

!

;

J

%

5

*

L

#

K

$

N

J

5

L

#

'

$

N

%

N

,

J

5

L

#

91)

,

B

L

$

5

*

L

#

K

#

%

5

*

L

#

K

#

,

J

5

L

#

91)

,

B

L

%

o

,

J

*

L

#

%

5

,L

#

K

$

N

J

5

,

'

$

N

%

N

3

J

5

,

91)3B

L

$

5

,L

#

K

#

%

5

,L

#

K

#

3

J

5

,

91)3B

#

因而

;

)

.

&

"

B

%

5

*

L

#

K

$

N

J

5

L

#

'

$

N

L

$

5

*

L

#

K

$

#

L

.

&

B

%

o

,

J

*

L

"

#

%

5

,L

#

K

$

N

J

5

,

'

$

N

L

$

5

,L

#

K

$

#

Ja

;

#

L

;

$

@

注意到由
5$

5

)

!

有
$

5

,

"

#

5

,

o

#就得到

!

$

5

*

L

#

K

#

J

%

o

N

J

5

*

L

#

K

#

'

$

N

)

%

o

N

J

5

*

L

#

K

#

'

$

N

)

%

o

N

J

5

'

$

N

@

首先估计
;

#

&当
5

充分大时#从定理
$

的条件可以推

出#存在一个
&

-

$

使得

;

#

)

$.

&

B

%

o

,

J

"

%

$

,L

#

5

N

J

$

,

5

'

$

N

)

.

&

B

X

"

$

$

5

%

o

,

J

"

#

$

,

9'

d

=

-

D

"

$

,

5

$

%

$=

N

J

=

$

N

)

.

&

B

X

"

$

$

!

5

%

o

,

J

"

#

$

,

9'

d

=

-

D

"

$

,

5

$

%

$=

N

J

=

#

N

)

$.

&

B

X

"

$

$

!

5

%

o

,

J

"

#

$

,

)

D.

&

X

"

$

$

!@

关于
;

$

#类似的讨论可以得到

$

5

,L

#

K

#

)

%

o

N

J

5

,L

#

K

#

'

$

N

)

%

o

N

J

5

,

'

$

N

#

这样

;

$

)

$.

&

B

%

o

,

J

*

L

#

%

o

3

J

"

%

$

3

L

#

5

,

N

J

$

3

5

,

'

$

N

)

.

&

B

X

"

$

$

%

o

,

J

*

L

#

%

o

3

J

"

#

$

3

5

,

9'

d

=

-

D

"

$

,

5

,

$

%

$=

N

J

=

$

N

)

.

&

B

X

"

$

$

!

%

o

,

J

*

L

#

%

o

3

J

"

#

$

3

5

,

9'

d

=

-

D

"

$

,

5

,

$

%

$=

N

J

=

#

N

)

$.

&

B

X

"

$

$

!

%

o

,

J

*

L

#

#

5

,

%

o

3

J

"

#

$

3

)

D.

&

B

X

"

$

$

!

%

o

,

J

*

L

#

#

5

,

)

D.

&

B

X

"

$

$

!

.

5

*

L

#

)

D.

&

X

"

$

$

!.@

综合上述估计#所证三角不等式已得证明&

最后指出!存在不属于
`<O<3

但是属于

3O<3

$

且满足定理
#

中其他条件的3

$

5

4对三角不等

式也是成立的&构造如下的3

$

5

4!

令
5

#

J

#

#

5

,

J

$

$

$

,

"

,

J

$

#

!

#0$#显然
#

J

5

#

"

5

$

"

5

!

"

0#且有

%

o

N

J

,

#

5

N

J

%

o

N

J

,

#

$

$

$N

)

.

$

$

$

,

@

定义

$

5

J

#

5

$

,

#

5

J

5

,

#

"

#

5

, "

5

"

5

$

,

#

#

5

$

,

#

5

$

, )

5

"

$5

$

,

#

"

#

$5

$

, )

5

"

5

,

L

#

.

/

0

#

则有

5$

5

)

!

"

5

J

#

#

$

#0$&注意到
%

$5

,

N

J

5

,

'

$

N

J

#

5

$

,

#而对

于任意给定的
&

-

$

和充分大的
,

有

#

5

,

%

(

&

5

,

)

N

J

(

5

,

&

)

$

N

J

#

5

!

,

#

故3

$

5

4

+

`<O<3

&

另一方面#对于5,

$

)

5

)

5

,

有

%

$5

N

J

5

'

$

N

)

$

5

$

,

J

$

5

$

,

%

$5

$

,

N

J

5

$

,

$

N

)

$

5

9'

d

=

-

5

%

$=

N

J

=

$

N

#

对于5
$

,

$

)

5

)

$5

$

,

有

B"#

第
#

期 夏星星!一个重要三角不等式的推广



%

$5

N

J

5

'

$

N

)

$

5

$

,

%

$5

$

,

N

J

5

$

,

$

N

)

D

5

9'

d

=

-

(

5

$

)

%

$=

N

J

=

$

N

#

而对于其余3

5

,

#0#

5

,

L

#

K

#

4范围内的
5

#

%

$5

N

J

5

'

$

N

J

"

)

#

5

9'

d

=

-

5

%

$=

N

J

=

$

N

#

因而3

$

N

4

$

3O<3

$

=

因此#定理
$

本质性地推广了定理
#

&

参考文献!

(

#

)谢庭藩#周颂平
=

实函数逼近论(

`

)

=

杭州!杭州大学

出版社#

#FF@

!

@#5@$=

(

$

)

[*)

2

`-

#

-.*&C=c/)/(*+1J*:1&)9&,9&H/4+*9914*+

(/9'+:9')G/( <̀O<4&G1:&1)

(

%

)

= *̀:.e)/

I

M

dd

+

#

$""F

#

#$

!

D!!5DD"=

(

!

)周颂平
=

三角级数研究中的单调性条件!发展和应用

(

`

)

=

北京!科学出版社#

$"#$=

)Y8184.+,Z./,0102.1?7

*

04/.1/E4,

5

01078/4,-?18

H

;.+,/

=

0;.0*5

6

+B*5

6

"

R/

d

*(:H/):&, *̀:./H*:149

#

-./

0

1*)

2

34156/4.7)18/(91:

;

#

S*)

2

J.&'!#""#@

#

V.1)*

$

)A:/4.-/

!

6.19

d

*

d

/(1)8/9:1

2

*:/9:./

d

(&K+/H&,:./f/*b/)1)

2

4&)G1:1&)9f.14.*(/)/4/99*(

;

:&*)

1H

d

&(:*)::(1

2

&)&H/:(141)/

I

'*+1:

;

=N/&

d

+/.*8/

2

/)/(*+1J/G:.*:9/

I

'/)4/:&H/*)8*+'/K&')G/G8*(1*:1&)

9/

I

'/)4/=O

;

MK/+m9:(*)9,&(H*:1&)

#

*

dd

(&

d

(1*:/94*+*K1+1:

;

*)G&:./(H/:.&G9

#

:./*':.&(9

2

/)/(*+1J/:./

:(1

2

&)&H/:(141)/

I

'*+1:

;

*)G4&H/:&:./4&)4+'91&)1):./9'

d

(/H'HK&')G/G8*(1*:1&)4&)G1:1&)=

B8

=

C04>:

!

:(1

2

&)&H/:(141)/

I

'*+1:

;

%

K&')G/G8*(1*:1&)

%

2

/)/(*+1J/

"责任编辑!马春晓#

@"#

!!!!!!!!!!!!!!

浙
!

江
!

理
!

工
!

大
!

学
!

学
!

报
$"#!

年
!

第
!"

卷


