
浙江理工大学学报

,

第

28

卷

,

第

5

期

,

2011

年

9

月

JournalofZhe

j

ian

g

Sci-TechUniversit

y

Vol.28

,

No.5

,

Se

p

t.2011

文章编号

:

1673-3851

(

2011

)

05-0814-05

收稿日期

:

2010—07—06

作者简介

:

徐忠明

(

1936—

),

男

,

浙江新昌人

,

大学本科

,

副教授

,

主要从事代数的研究

。

实封闭域上的代数

徐忠明

(

浙江理工大学理学院

,

杭州

310018

)

  

摘

 

要

:

在建立了实封闭域

F

上复元素域

C

与四元素体

H

后得到了

:(

1

)

全阵代数

F

2n

中有子代数同构于

C

,

全

阵代数

F

4n

中有子代数同构于

H

;(

2

)

F

上代数扩张体只有

F

、

C

和

H

;(

3

)

设

F

是域

K

里上维数有限的真子域

,

则

F

是实封闭的

 

K

是代数闭域且

K=F

(√—1

);(

4

)

设

A

是

F

上的有限维代数

,

①

若

A

是可除代数

,

则

A

同构于

F

、

C

或

H

,

②

若

A

是中心可除代数

,

则

A

同构于

F

或

H

,

③

若

A

是单代数

,

则

A

同构于全阵代数

F

n

、

C

n

与

H

n

中之一

,

④

若

A

是中心单代数

,

则

A

同构于全阵代数

F

n

或

H

n

,

⑤

若

A

没有非零幂零理想

,

则

A

=

∑

l

i

=

1

+

M

n

i

,

其中

M

n

i

∈

{

F

n

i

,

C

n

i

,

H

n

i

},

i=1

,

2

,…,

l

。
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0

 

引

 

言

1843

年

Hamilton

在实数域上构造出乘法不可交换的四元数体后

,

1877

年

Frobenius

解决了实数域的

代数扩张体只能是实数域本身

、

复数域与四元数体

(

常称为

Frobenius

定理

)。

1927

年建立起形式实域的

Artin-Schreier

理论

,

Artin

肯定地回答了

Hilbert

在

1900

年巴黎国际数学会议上提出的第十七个问题

[

1

]

。

试问

:

在一般域上的代数扩张是否有类似

Frobenius

定理的结果

?

对实封闭域的回答是肯定的

(

见定理

2

)。

为此

,

须建立实封闭域上复元素域和四元素体以及它们的表示

(

见定理

1

)。

在此基础上改进了

Artin-

Schreier

定理

,

最后得到了实封闭域上有限维代数的结构定理

(

见定理

4

、

5

)。

1

 

实封闭域上全阵代数的一个性质

定义

1

[

1

]

 

若域

F

有子集

P

满足

:(

1

)

0

￠

P

,(

2

)

若

a

∈

F

,

则必是三者

a

∈

P

、

a=0

或

—a

∈

P

中之一

,(

3

)

若

a

、

b

∈

P

,

则

a+b

∈

P

且

ab

∈

P

,

则称

F

是有序域

,

其中

P

中的元素称为正元素

。

易知

,

当

a

≠

0

时

a

2

∈

P

,

故负单位元

—1

没有平方根

,

即不存在

a

∈

F

使得

a

2

=—1

;

有序域的特征为

0

。

有序域也可以称形式实域

[

1

]

。

定义

2

[

1

]

 

若有序域

F

满足

(

1

)

任何正元素在

F

中都有平方根

;

(

2

)

任何奇次多项式

f

(

x

)

∈

F

[

x

]

在

F

中都有零点

(

即方程

f

(

x

)

=0

在

F

中有根

),

则称

F

是实封闭域

。

域

K

称为代数闭域

,

如果

K

[

x

]

中每个不等于常数的多项式在

K

中至少有一个零点

。

命题

1

[

1

]

 

域

F

是实封闭的当且仅当√—1

￠

F

且

F

(√—1

)

是代数闭域

。

该命题显示

,

实封闭域

F

上的多项式环

F

[

x

]

中首项系数为

1

的既约多项式只能是一次或二次的

,

且二



次多项式

x

2

+bx+c

(

b

、

c

∈

F

)

是既约的当且仅当

b

2

—4c

<

0

或

4c—b

2

>

0

。

定义

3

(

定义

3

与定义

4

中

F

可取一般域

,

且定理

1

仍成立

)

 

设

F

是实封闭域

,

以

1

、

i

(

这里

i

2

=—1

或

i √= —1

)

为基的向量空间

F

(

i

)

=

{

a+bi

︱

a

,

b

∈

F

}

并规定乘法

:(

a+bi

)(

c+di

)

=

(

ac—bd

)

+

(

ad+bc

)

i

,

a

、

b

、

c

、

d

∈

F

下

,

显见

F

(

i

)

是

F

上二维结合可除代数且乘法可交换

、

称其为域

F

上的复元素域

,

记为

F

(

i

)、

F

(√—1

)。

为方便起见

,

下文中记为

C

。

定义

4

 

设

F

是实封闭域

,

以

1

、

i

、

j

、

k

为基的向量空间

H=

{

a+bi+c

j

+dk

︱

a

、

b

、

c

、

d

∈

F

},

并规定乘法

如下

:

1 i

j

k

1 1 i

j

k

i i —1 k —

j

j j

—k —1 i

k k

j

—i —1

  

由直接计算可知

,

H

是域

F

上单位元为

1

的四维结合可除代数

,

但乘法不可交换

,

称为域

F

上四元素体

或

F

上四元素代数

,

下文中记为

H

。

设

F

是域

,

n

为正整数

,

则

F

上所有

n×n

矩阵对矩阵的惯常运算构成

F

上

n

2

维代数

(

本文中

“

代数

”

指

结合代数

),

称为域

F

上全阵代数

,

记为

F

n

。

其中单位元为

E

n

,

零元为

0

n

(

在不会混淆时依次记为

E

、

0

)。

全

阵代数具有下述性质

:

定理

1

 

设

F

为实封闭域

,

则

(

1

)

全阵代数

F

2n

中必有与复元素域

C

同构的子代数

;

(

2

)

全阵代数

F

4n

中必有与四元素体

H

同构的子代数

。

证明

 

(

1

)

在

F

2n

中取矩阵

E=

E

n

0

0 E

 

 

 

 

n

与

I=

0 —E

n

E

n

 

 

 

 

0

,

显见在

F

2n

中由

E

、

I

生成的子代数

F

(

E

,

I

)

=

{

aE+bI

︱

a

,

b

∈

F

}

是

F

上的二维可除代数

。

映射

aE+bI

→

a+bi

是

F

(

E

,

I

)

到复元素域

F

(

i

)

的同构

,

故

F

2n

中含有与

F

上复元素域

C

同构的子代数

。

(

2

)

在

F

4n

中取矩阵

E=

E

2n

0

0 E

2

 

 

 

 

n

与

I=

0 —E

2n

E

2n

 

 

 

 

0

,

令矩阵

J=

J

1

J

2

J

3

J

 

 

 

 

4

(

这里

J

i

是

2n×2n

矩阵

,

i=1

,

2

,

3

,

4

),

根据四元素体的要求

,

J

应满足

JI=—IJ

与

J

2

=—E

。

先由

JI=—IJ

即

J

1

J

2

J

3

J

 

 

 

 

4

0 —E

2n

E

2n

 

 

 

 

0

=—

0 —E

2n

E

2n

 

 

 

 

0

J

1

J

2

J

3

J

 

 

 

 

4

,

计算得

J

3

=J

2

与

J

4

=—J

1

,

故

J=

J

1

J

2

J

2

—J

 

 

 

 

1

;

再由

J

2

=—E

即

J

1

J

2

J

2

—J

 

 

 

 

1

2

=—

E

2n

0

0 E

2

 

 

 

 

n

,

计算得

J

2

1

+J

2

2

=—E

2n

与

J

2

J

1

=J

1

J

2

,

为简单起见

,

可取

J

1

=

0 E

n

—2E

n

 

 

 

 

0

与

J

2

=

E

n

0

0 E

 

 

 

 

n

=E

2n

,

于是

       

J=

0 E

n

E

n

0

—2E

n

0 0 E

n

E

n

0 0 —E

n

0 E

n

2E

n

 

 

 

 

0

再取

       

K=IJ=

0 —E

2n

E

2n

 

 

 

 

0

J

1

J

2

J

2

—J

 

 

 

 

1

=

—J

2

J

1

J

1

J

 

 

 

 

2

=

—E

n

0 0 E

n

0 —E

n

—2E

n

0

0 E

n

E

n

0

—2E

n

0 0 E

 

 

 

 

n

。
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通过计算知

I

2

=J

2

=K

2

=—E

且

IJ=K=—JI

,

JK=I=—KJ

,

KI=J=—IK

,

于是

F

4n

中由

E

、

I

、

J

、

K

生成的子代数

F

(

E

、

I

、

J

、

K

)

同构于

F

上四元素体

H

,

其中同构映射为

aE+bI+cJ+dK

→

a+bi+c

j

+dk

(

a

、

b

、

c

、

d

∈

F

)。(

证毕

)

注

:

实数域是实封闭域

,

故该定理不仅给出了复元素域与四元素体的矩阵表示

,

同时也给出了实数域上

复数域和四元数体的又一矩阵表示

。

2

 

实数域的代数扩张体

如果域

F

上的代数

A

是

F

上

n

维向量空间

,

则称

A

是

n

维代数

(

或

n

次代数

),

其维数记为

[

A

:

F

],

即

[

A

:

F

]

=n

。

代数

A

的子代数

S=

{

a

∈

Aax=xa

,

∨

x

∈

A

}

称为

A

的中心

。

可除代数

(

也称为体

)

D

的中心

S

是域

,

故

D

是其中心

S

上的可除代数

。

域

F

上的代数

A

若有单元

1

,

则由挖补定理可把

F

.

1

换成

F

,

故

域

F

位于

A

的中心内

。

注意

,

后面讨论的单代数和

N—

半单代数都有单位元

[

2

]

。

若域

F

上代数

A

的中心

S=F

.

1

,

则称

A

为

F

上的中心代数

。

设体

K

包含域

F

且

K

中的任意元都是

F

上的代数元

,

则称

K

是域

F

的代数扩张体

。

如实封闭域

F

的

复元素域

C

和四元素体

H

是

F

的二次和四次的代数扩张体

。

试问实封闭域

F

的代数扩张体另外还有吗

?

定理

2

 

实封闭域

F

的代数扩张体只有

F

本身

、

F

上复元素域

C

和

F

上四元素体

H

。

证明

:

设

G

是实封闭域

F

上

n

次代数扩张体

,

其维数

[

G

:

F

]

=n

。

当

n=1

时

,

显见

G=F

,

即

G

为

F

本身

。

当

n

>

1

时

,

由命题

1

知

i √= —1

￠

F

且是

F

上既约多项式

x

2

+1

的零点

,

故当

n=2

时

,

F

上的复元素

域

C=F

(

i

)

是

F

的二次代数扩张体

。

当

n

>

2

时

,

则

G

中有元素

j0

￠

F

(

i

)

且

j0

是某既约多项式

x

2

+bx+c

的根且

r= 4c—b√ 2

>

0

,

于是

,

可

取

j0

=

1

2

(

—b+ b

2

—4√ c

),

G

中的元素有

j1

=

1

r

(

2

j0

+b

)

￠

F

(

i

)

且

j

2

1

=—1

。

因

i±

j1

￠

F

(

i

)

是二次既约多

项式的根

,

故有等式

(

i+

j1

)

2

+b

1

(

i+

j1

)

+c

1

=0

与

(

i—

j1

)

2

+b

2

(

i—

j1

)

+c

2

=0

(

b

1

,

b

2

,

c

1

,

c

2

∈

F

)。

展开得

       

—2+

(

i

j1

+

j1

i

)

+b

1

(

i+

j1

)

+c

1

=0

—2—

(

i

j1

+

j1

i

)

+b

2

(

i—

j1

)

+c

2

{

=0

(

1

)

将它们相加得

(

c

1

+c

2

—4

)

+

(

b

1

+b

2

)

i+

(

b

1

—b

2

)

j1

=0

,

由

1

,

i

,

j1

关于

F

线性无关推得

b

1

+b

2

=0

且

b

1

—b

2

=0

,

从而

b

1

=b

2

=0

。

于是式

(

1

)

变为

       

i

j1

+

j1

i=t

0

(

这里

t

0

=2—c

1

=c

2

—2

) (

2

)

①

当

t

0

=0

时

,

取

j

=

j1

;

②

当

t

0

≠

0

时

,

取

j2

=

j1

+

t

0

2

i

,

就有

i

j2

+

j2

i=

(

i

j1

+

j1

i

)

—t

0

=0

,

但

j

2

2

=—1+

t

2

0

4

是负元素

(

否则

j2

∈

F

,

这是不可能的

)。

记

j

2

2

=—s

2

(

s

≠

0

),

取

j

=

1

s

j2

就有

i

j

+

j

i=0

且

j

2

=—1

。

不论

①

和

②

,

再取

k=i

j

,

则

1

,

i

,

j

,

k

满足四元素的乘法规则

。

只要证明

1

,

i

,

j

,

k

关于

F

线性无关

,

则

G

就含有

F

上四元素体为其子代数

。

因

j

￠

F

(

i

),

故

1

,

i

,

j

关于

F

线性无关

,

只需证明

k

不能由

1

,

i

,

j

线性表

示

,

对此用反证法

。

假定

k=a+bi+c

j

(

a

、

b

、

c

∈

F

),

则

i=

j

k=

j

(

a+bi+c

j

)

=a

j

—b

(

a+bi+c

j

)

—c=—

(

ab

+c

)

—b

2

i+

(

a—bc

)

j

,

于是

(

ab+c

)

+

(

1+b

2

)

i+

(

bc—a

)

j

=0

,

由

1

,

i

,

j

关于

F

线性无关立得

1+b

2

=0

即

b

2

=—1

,

这与

F

是实封闭的条件矛盾

,

因此

1

,

i

,

j

,

k

关于

F

线性无关

。

于是

,

当

n=4

时

G

就是

F

上四元素

体

H

。

最后证明

n

≤

4

。

假定

n

>

4

,

则在

G

中有元素

l

使得

l

2

=—1

且

1

,

i

,

j

,

k

,

l

关于

F

线性无关

。

同式

(

2

)

一

样有

il+li=a

,

j

l+l

j

=b

,

kl+lk=c

(

其中

a

、

b

、

c

∈

F

),

于是

lk=l

(

i

j

)

=

(

a—il

)

j

=a

j

—i

(

l

j

)

=a

j

—i

(

b—

j

l

)

=a

j

—bi+kl=a

j

—bi+c—lk

,

从而

a

j

—bi+c—2lk=0

,

再右乘

k

得

ai+b

j

+ck+2l=0

,

这与

1

,

i

,

j

,

k

,

l

关于

F

线性无关的假定矛盾

。

故只有

n

≤

4

。(

证毕

)

因实数域是实封闭域

,

故该定理是

Frobenius

定理的推广

。
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对实封闭域与代数闭域之间关系有一个较好的刻画

:

Artin-Schreier

定理

[

1

]

 

设

K

是代数闭域

,

F

是

K

里上维数为有限的真子域

([

K

:

F

]

<∞

),

则

F

是实封

闭的且

K=F

(√—1

)。

利用定理

2

,

Artin-Schreier

定理可改进为

定理

3

 

设

F

是

K

里上维数为有限的真子域

([

K

:

F

]

<∞

),

则

F

是实封闭域当且仅当

K

是代数闭域且

K=F

(√—1

)。

3

 

实封闭域与代数闭域上代数的结构定理

如果代数

A

除本身与

0

以外没有其他理想且

A

2

≠

0

,

则称

A

是单代数

。

可除代数与域

F

上全阵代数

F

n

都是单代数

。

对单代数有结构定理

[

2

]

:(

1

)

A

是域

F

上有限维单代数

 

A=F

n

×

D

,

其中

D

是

F

上有限维可除代数

;

(

2

)

若有限维单代数

A=M

×

D=M'

×

D'

,

其中

M

、

M'

是

F

上的全阵代数而

D

、

D'

是有限维可除代数

,

则存在

可逆元

g

∈

A

,

使

M'=

g

M

g

—1

、

D'=

g

D

g

—1

。

故有限维单代数的张量积分解中

,

其可除代数部分在同构意义

下是唯一确定的

,

从而把有限维单代数的研究归结为有限维可除代数的研究

。

于是利用定理

2

可得

:

定理

4

 

设

A

是封闭域

F

上的有限维代数

,

(

1

)

若

A

是可除代数

,

则

A

同构于

F

本身

、

F

上复元素域

C

或

F

上四元素体

H

。

(

2

)

若

A

是中心可除代数

,

则

A

同构于

F

或

H

。

(

3

)

若

A

是单代数

,

则

A

同构于全阵代数

F

n

、

F

n

与

F

上复元素域

C

的张量积

F

n

×

C

或

F

n

与

F

上四元

素体

H

的张量积

F

n

×

H

。

(

4

)

若

A

是中心单代数

,

则

A

同构于

F

n

×

F

或

F

n

×

H

。

与域上的向量空间一样可以建立体上的向量空间以及线性表示

、

线性相关性

、

维数与基等有关概念

[

3

]

。

定理

5

 

设

A

为实封闭域

F

上的有限维代数

,

(

1

)

若

A

是单代数

,

则

A

同构于下列

3

种全阵代数之一

:

F

n

、

C

n

与

H

n

。

(

2

)

若

A

是中心单代数

,

则

A

同构于全阵代数

F

n

或

H

n

。

(

3

)

若

A

没有非零的幂零理想

,

则

A

是有限多个全阵代数的直和

,

这些全阵代数取自

F

n

、

C

n

与

H

n

。

证明

 

(

1

)

设该单代数

A=F

n

×

D

,

其中可除代数

D

只可能是

F

、

C

或

H

。

当

D=F

时

,

A=F

n

×

D=F

n

×

F=F

n

,

即

A=F

n

。

当

D=C

时

,

可仿下面

D=H

时的证明得到

A=C

n

。

当

D=H

时

,

设全阵代数

F

n

的

F—

基由矩阵单位

e

st

,

s

、

t=1

,

2

,…,

n

组成

,

D=H

的

F—

基为

d

1

=1

,

d

2

=i

,

d

3

=

j

,

d

4

=k

,

则

A=F

n

×

D

的

F—

基为

e

st

d

l

,

s

、

t=1

,

2

,…,

n

;

l=1

,

2

,

3

,

4

。

A

的任一元

a

有唯一的线性

表示

:

       

a

=

∑

s

,

t

,

l

a

stl

(

e

st

d

l

)

=

∑

s

,

t

e

(

st

∑

l

a

stl

d

)

l

(

=

∑

l

a

stl

d

)

l

n

×

n

∈

H

n

(

其中

∨

a

stl

∈

F

,

∨

∑

l

a

stl

d

l

∈

H

)

故

A

 

H

n

。

反之

H

n

中任一

(

元

∑

a

stl

d

)

l

n

×

n

=

∑

s

,

t

e

(

st

∑

l

a

stl

d

)

l

=

∑

s

,

t

,

l

a

stl

e

st

d

l

∈

A

,

故

H

n

 

A

。

因之

A

=

H

n

。

(

2

)

仿

(

1

)

可知其结论成立

。

(

3

)

没有非零的幂零理想的有限维代数常称为

N—

半单代数

,

而有限维代数是

N—

半单代数当且仅当

A

是有限多个单代数的直和

[

2

]

。

故利用

(

1

)

即得结论

。(

证毕

)

设

K

为代数闭域

,

则

K

[

x

]

中每个非常数的多项式都能分解为一次因式的乘积

。

于是添加代数闭域

K

的任意代数元于

K

得到的代数扩张体仍是

K

的本身

。

故仿定理

5

可得

推论

[

2

,

4

]

 

设

A

是代数闭域

K

上的有限维代数

,

(

1

)

若

A

是可除代数

,

则

A=K

;

(

2

)

若

A

是单代数

,

则

A=K

n

;
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(

3

)

若

A

没有非零的幂零理想

,

则

A

是有限多个

K

上全阵代数

K

n

i

的直和

∑

l

i

=

1

+

K

n

i

。

参考文献

:

[

1

]

JacobsonN.BasicAl

g

ebra

:

Ⅱ

[

M

]

.SanFrancisco

:

W.H.Freemanandcom

p

an

y

,

1980

:

630-657.

[

2

]

刘绍学

,

郭径云

,

朱

 

彬

,

等

.

环与代数

[

M

]

.

北京

:

科学出版社

,

2009

:

13-79.

[

3

]

谢邦杰

.

抽象代数

[

M

]

.

上海

:

上海科学技术出版社

,

1982

:

278-357.

[

4

]

FaithC.Al

g

ebraI

:

Rin

g

s

,

Modules

,

andCate

g

ories

[

M

]

.NewYork

:

S

p

rin

g

er-Verla

g

BerlinHeidelber

g

,

1981

:

461-466.

[

5

]

华罗庚

,

万哲先

.

华罗庚文集

:

代数卷

Ⅰ

[

M

]

.

北京

:

科学技术出版社

,

2010

:

1-10.

[

6

]

ShafarevichIR.NotionsofAl

g

ebra

[

M

]

.NewYork

:

S

p

rin

g

er-Verla

g

Beidelber

g

,

2005

:

61-95.

Al

g

ebrasoverRealClosedField

XUZhon

g

-min

g

(

Zhe

j

ian

g

Sci-TechUniversit

y

,

Han

g

zhou310018

,

China

)

Abstract

:

Theauthorconstructscom

p

lexelementfieldand

q

uarticelementdivisionrin

g

overthereal

closedfiled.Thefollowin

g

resultsareobtained

:

1.LetFbeafield

,

then

(

1

)

thereisasubal

g

ebrasinthe

totalmatrixal

g

ebraF

2n

whichisisomor

p

hictothecom

p

lexelementfieldCoverF

(

C=F

(

i

)),(

2

)

thereis

asubal

g

ebrasinthetotalmatrixal

g

ebraF

4n

whichisisomor

p

hictothe

q

uarticelementdivisionrin

g

Hover

F

(

H=F

(

1

,

i

,

j

,

k

))

.2.Theonl

y

al

g

ebraicextensiondivisionrin

g

sovertherealclosedfieldFare

(

1

)

F

,(

2

)

C

,

and

(

3

)

H.3.LetFbea

p

ro

p

ersubfieldoffinitecodimensionalinthefieldK

([

K

:

F

]

<∞

)

.

ThenFisrealclosedifandonl

y

ifKisal

g

ebraicall

y

closedandK=F

(√—1

)

.4.LetAbeafinitedimen-

sionalal

g

ebraovertherealclosedfieldF

,

then

(

1

)

u

p

toisomor

p

hismtheonl

y

divisional

g

ebrasAareF

,

CorH

,(

2

)

u

p

toisomor

p

hismtheonl

y

centraldivisional

g

ebrasAareForH.

(

3

)

u

p

toisomor

p

hismthe

onl

y

sim

p

leal

g

ebrasAareF

n

,

C

n

orH

n

.

(

4

)

u

p

toisomor

p

hismtheonl

y

centralsim

p

leal

g

ebrasAareF

n

orH

n

.

(

5

)

IfAhasnonon-zeronil

p

otentideals

,

thenAisadirectsumoffinitel

y

man

y

totalmatrical

g

e-

brasM

n

i

overF

,

whereM

n

i

∈

{

F

n

i

,

C

n

i

,

H

n

i

}

.

Ke

y

words

:

realclosedfield

;

totalmatrixal

g

ebra

;

divisional

g

ebra

;

com

p

lexelementfield

;

q

uarticel-

ementdivisionrin

g

(

责任编辑

:

马春晓

)

818

              

浙

 

江

 

理

 

工

 

大

 

学

 

学

 

报

2011

年

 

第

28

卷


